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Torwort. 

Die BtundsMiA, welche mkh bei der Neu -Herausgabe des 
Serret- Hamack I leiteten^ baben im Allgemeinen BiUlgong nnd 
daher aneh bei Band II Anwendung gefunden. Ich kann also 
wegen der aUgemeinen G^ichtepnnkte und der &n£seren An- 
ordnung auf meine Vorrede eu Band I verweisen. 

Was die Änderungen im EiUKelnen angeht^ so handelt es 
sich bei ihnen ^ so weitgehend sie zum Teil auch aussehen 
mögen, im Grunde nur um eine übersichtlichere Gruppierung 
des alten Stoffes. ZunHehst galt es die Definition des Inte- 
grales als Grenzwert einer Summe nachmiholen. Dies geschieht 
in dem ersten Kapitel, in welches gleichzeitig die elementaren 
Sätze über das Eechnen mit Integralen aufgenommen sind. Die 
Entwickelungen sind an die geometrische Anschauung angelehnt 
und geben daher gleichzeitig die Definition des in Nr. 192 
des ersten Bandes als evident angenommenen Begriffes des 
Flächeninhalts. 

Die folgenden Kapitel II — ^VI entsprechen den firüheren 
Kapiteln I — ^V, Kapitel VII und VIII sind in dieser Zusammen- 
stellung neu. Vor Allem war ich bemüht durch zweckmafsige 
Anordnung und Einschaltung orientierender Nummern (wie 
429, 464—467) die Übersicht zu erhöhen. In Nr. 583 wurde 
eine graphische und numerische Darstellung der Tfunktion 
hinzugefügt, in Nr. 547 und 549 die Definition der Bogen- 
finge nachgeholt und im sechsten Kapitel die mehrfachen Inte- 
grale xmd die Volumina definiert. 

Das siebente Kapitel ist durch Zusammenstellung und Er- 
gänzung derjenigen Artikd des alten Serret entstanden, die sich 
auf mehrgliedrige DiflSesrentiale beziehen. Es soll hauptsächlich 
zur Vorbereitung auf das achte Kapitel dienen und giebt zum 


rV Vorwort. 

ScUuIb als Anwendung die Theorie des Amslerschen Polar- 
planimeters. 

Das achte Kapitel ist ein Gegenstück zum elften Kapitel 
des ersten Bandes. Behandelte dieses die Theorie der kom- 
plexen Funktionen auf Grund der Potenzreihen, so trägt jenes 
diejenigen Sätze der Gauchyschen Funktionentheorie im Zu- 
sammenhange vor, welche bisher in dem Serretschen Werke 
als gelegentliche Einschaltungen zerstreut gewesen waren. 
Manche Zusätze ergaben sich dabei von selbst. Es holt nach 
die Lagrangesche Reihe, die Definition des aresin je^ und arctg^er, 
so wie die Ableitung der Periodicitätsmoduln des elliptischen 
Integrales erster Gattung und bereitet die Existenzbeweise der 
Integrale von Differentialgleichungen im dritten Bande vor. 

Während sonst ein zu weites Eingehen in arithmetische 
Einzelheiten vermieden wurde, ist Hamacks Anhang über 
Fouriersche Iteihen im Wesentlichen unverändert abgedruckt, 
nur wurden noch die von Harnack im Kapitel über die be- 
stimmten Integrale bewiesenen aber jetzt an dieser Stelle aus- 
gelassenen Sätze über integrierbare Funktionen vorausgeschickt. 
In der That bildet der Hamacksche Anhang eine Spezialität 
in der deutschen Litteratur, für welche ein Verweis auf andere 
deutsche Lehrbücher nicht möglich gewesen wäre. 

Für Berichtigungen und Verbesserungsvorschläge werde ich 
auch bei diesem Bande sehr dankbar sein. Die Bemerkungen, 
die mir zum ersten Bande zugegangen sind, waren mir zum 
Teil von grofsem Nutzen, besonders Herr Hocevar hat sich 
um das Werk durch Einsendung eines ausführlichen Ver- 
zeichnisses verdient gemacht, welches den „Berichtigungen zu 
Band I^^ am Schlüsse dieses Bandes zu Grunde gelegt ist. 
Auch den Herren Gutzmer und Pringsheim verdanke ich 
wichtige Verbesserungsvorschläge. 

Zum Teil hat man sich damit nicht einverstanden erklärt, 
dafs der Zahlbegrifif nicht selbständig entwickelt, sondern der 
Leser deswegen auf andere Werke verwiesen wird. Um auch 
diesen Wünschen entgegenzukommen, sollen am Schlüsse des 
dritten Bandes die wichtigsten Sätze über die Zahl abgeleitet 
und diejenigen Stellen noch einmal aufgeführt werden, an 
welchen von ihnen Gebrauch gemacht wurde. 


Vorwort. V 

Das Erscheinen dieses Bandes ist dadurch sehr verzögert 
worden, dafs ich durch anderweitige dringende Arbeiten schon 
seit geraumer Zeit fast ganz in Anspruch genommen bin, und 
es wäre mir überhaupt nicht möglich gewesen den Band in 
absehbarer Zeit fertig zu stellen, hätten mich nicht die Herren 
H. Liebmann und E. Zermelo bei der Durcharbeitung des 
Manuskriptes aufs Beste unterstützt und das Lesen der Korrek- 
turen von Bogen 11 an ganz auf sich genommen. Besonders 
aber wurde bei dieser Lage der Dinge die Geduld der Verlags- 
buchhandlung B. G. Teubner in Anspruch genommen, der ich 
für ihr grofses Entgegenkommen herzlichst zu danken gerade 
dieses Mal besondere Veranlassung habe. 

Göttingen, den 12. Juli 1899. 

O. BoUmann. 
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Begriff des Integrales. 


§ 1. Das Integral als nrsprflngliche Funktion. 

899. Gtegeneftand der Integralreohnting. Die im ersten 
Bande dieses Werkes vorgetragene Differentialrechnung lehrte 
uns zn einer gegebenen Funktion der Veränderlichen x: 

y = Fix) 
den Differentialquotienten 

zu berechnen. Die Integralrechnung stellt sich umgekehrt die 
Aufgabe, wenn die Funktion f{x) gegeben ist, eine Funktion 
y == F(x) zu finden, deren Ableitung gerade die gegebene 
Funktion f(x) ist. Eine solche Funktion F(x) heilst ein Integral 
oder auch eine wrsprüngliche Funktion von f{x) und wird durch 

y=ff{x)dx 

bezeichnet. Der Sinn dieser von Leibnitz herrührenden Schreib- 
weise wird später deutlich werden. Die Operation, vermöge 
deren man aus f{x), F{x) findet heilst die Integration von 
f(x) und man sagt, man stellt sich die Aufgabe f(x) zu inte- 
grieren. Die Funktion f(x) oder auch das Differential f{co)dx 

helfet der Integrand von ff(x)äx. 

400. Exkurs über inverse Operationen. 

Differentiieren und integrieren stehen demnach in einer 
ähnlichen Beziehung zu einander wie Subtrahieren und Addieren, 
sie sind zu einander inverse Operationen. Der Übergang von 

Serret, Diff.- u. Integral-Beohnung. IL 2. Aufl. 1 
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einer Operation zu ihrer inversen ist dem Leser bereits ofker 
begegnet und es verlohnt der Mühe einen Augenblick bei den 
Eigentümlichkeiten stehen ?a bleiben^ die ein derartiger Pro- 
cess aufweisen kann. :: r 

Mag man von der Addition zur Subtraktion, von der 
Multiplikation zur Division, von der Potenzierung zum Wurzel- 
ausziehen oder zum Logarithmieren übergehen, immer ist man 
dem Umstand begegnet, dafs der bisherige Zahlbereich nicht 
ausreichte, wollte man anders die fraglichen Operationen mög- 
liehst ausnahmslos gelten lassen. Etwas Ahnliches werden 
wir auch hier im Bereiche der Funktionen zu konstatieren 
haben. Während wir nämlich im ersten Bande gefunden 
haben, dafs der DifiPerentialquotient einer rationalen Funktion 
immer wieder eine rationale Funktion ist, werden wir sehr 
bald sehen, dafs ein Integral einer rationalen Funktion unter 
Umständen eine transcendente Funktion sein kann. Beim Über- 
gang vom Potenzieren zum Radizieren hat femer der Leser 
erfahren, dafs es zu einer gegebenen Zahl mehrere Wurzeln 
von einem bestimmten Exponenten giebt und ebenso wird er 
bald lernen, dafs auch das Integrieren eine vieldeutige Operation 
ist, insofern es zu einem gegebenen Integranden unendlich, 
viele Integrale giebt. 

Zwei Unterschiede wollen wir jedoch hervorheben, die 
hier trotz aller Analogien bestehen. Einmal ist die Operation, 
welche man als Analogon des Dififerentüerens aufzufassen hat die 
Subtraktion; denn jenes beruht auf der Bildung von DiflFerenzen- 
quotienten und es tritt dazu nur noch ein Grenzprocess. Hier- 
nach wird man die Integration als ein Analogon der Addition 
aufzufassen haben. In der That werden wir bald erkennen, 
dafs das Integral sich auch als Grenzwert einer Summe auf- 
fassen läfst und wir werden uns dadurch auch die Bezeichnungs- 
weise ff(x) dx erklären können, in der das Zeichen / aus dem 

Buchstaben 8 entstanden ist und eine Art von Summation 
andeuten soll. Während man also in der Elementarmathematik 
die Addition als das Primäre, die Subtraktion als das Sekun- 
däre anzusehen hat, so befolgen wir hier den umgekehrten 
Weg von der Differentiation zur Integration. 
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Der andere Unterscliied besteht in Folgendem. Während 
die Elementarmathematik sich den Zahlbegriff erst stufenweise 
bis zur erforderlichen Allgemeinheit ausbildet^ haben wir an 
die Spitze der Infinitesimalrechnung den Funktionsbegriff bereits 
in mehr als ausreichender Allgemeinheit hingestellt und das 
Integral einer Funktion wird — wenn es überhaupt existiert — 
wieder eine Funktion sein, nach unserer ursprünglich auf- 
gestellten Definition. 

401. Beispiele von Integralen. Wir haben bereits im 
ersten Bande in speciellen Fällen oft zu einer gegebenen Funktion 
ein Integral gefanden, namentlich geschah dies im 8*®° Kapitel 
bei der Quadratur und Rektifikation von Kurven. Überhaupt 
können wir ja jede in Band I ausgeführte Differentiationsformel 
in eine Integralformel umschreiben. Wir erwähnen z. B. die Formeln 


= moif^ 


— 1 


dx 
und 

dlx 1 

dx X 
und schKefeen aus ihnen, dafs o;^ ein Integral von ma;'»-i und 

Ix ein solches von — ist. Wir schreiben dies: 

X 


X' 


m 


= I msf^-^dx, Ix^j — 


und heben die zweite Formel als Beleg für unsere in der 
vorigen Nummer ausgesprochene Behauptung hervor, dafs das 
Integral von einem rationalen Integranden nicht wieder rational 

zu sein braucht. In der That ist — eine rationale, aber Ix 

X ' 

eine transcendente Funktion von x, 

402. Die Vieldeutigkeit des Integrales. Wir haben be- 
reits oben vorbereitend erwähnt, dafs zu einer gegebenen 
Funktion im Allgemeinen unendlich viele Integrale gehören. 
Die so entstehende unendliche Vieldeutigkeit wird durch den 
folgenden Satz übersehbar: 

Satjs. Ist Fq(x) ein Integral von f{x)y so ist jedes andere 
F(x) gegeben dv/rch die Gleichung: 

F{x) = F^{x) + C, 

in der C eine willkürliche Konstante bedeutet. 
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In der That, wir haben in Artikel 29 erkannt^ daüs die 
Ableitungen zweier Funktionen F^ix) und F{(c) dann und nur 
dann einander gleich sind^ wenn ihre Differenz eine Eonstante 
ist. Da aber sowohl 

^^ = f{x) als auch ^) = ^(.) 
sein 8oU, so folgt p^^x) = F,(x) + G , 

wie behauptet. Fügen wir diese additive Eonstante auch in 
den Beispielen der vorigen Nummer hinzu, so folgt: 

Cmsf^-^dx = cif^ + Cy r^ = Ix+C 

imd diese Gleichungen sind jetzt so zu lesen, dais jedes Integral 
von mixf^—^ von der Form ocf^ -{- C und jedes Integral von 

— von der Form Ix + C ist. Man kann die Eonstante da- 

durch bestimmen, dafs man angiebt, welchen Wert — den 
sogenannten Anfangswert — das Integral for einen bestimmten 
Wert X = Xq des Argumentes annehmen soll. Hat man z. B. 
verlangt, dafs das Integral far x = Xq verschwindet, so be- 
stimmt sich C aus ^ :rT / N . ^ 

= F^(x^) + C 

zu 

und dann wird 

Fix) = F^(x) - F^(xo) 

das fragliche Integral. 

§ 2. Das Integral als Grenzwert einer Snmme. 

403. Gteometrisohe Veransohauliohung des Integrales. 

Fig. 1. Eine geometrische Veranschaulichung 

des Integrales gewinnen wir durch die 
Betrachtungen der Nr. 192. Zeichnen 
wir die Eurve y = /"(a?), indem wir 
sie auf rechtwinklige Eoordinaten be- 
ziehen, und betrachten das Flächenstück, 
APMCAy das von den Ordinaten 
AC = f{oCo) ^^^ PM== f(x) begrenzt wird, die den Abscissen 
OA = Xq und OP = x entsprechen. Sein Flächeninhalt u 
wird (lann eine Funktion von ir: 
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U = F(x), 

von der wir in Nr. 192 erkannten^ dafs ihre Ableitung gleich 
f(x) ist. Wir haben also: 

ydx 


"=/ 


und erkennen: 

Ist y = f(x) die Gleichung einer Kurve in rechtwinkligen 
Koordinaten^ die die Voraussetzungen der Nr. 192 erfüllt, so 
ist der Flächeninhalt des Stückes ÄPJifZlÄ, welches zwischen 
einer beliebigen Anfangsordinate Ä C und der dem Werte 
OP=^x entsprechenden Endordinate PM liegt, ein Integral 
von f{x), 

404. Notwendigkeit eines Existensbeweises. Die bis- 
herigen Betrachtungen schweben noch insofern in der Luft, 
als wir immer stillschweigend als selbstverständlich voraus- 
gesetzt haben, dafs man zu einer gegebenen Funktion f{x) 
eine Funktion t{x) finden kann, so dafs F\x) =* f(x) ist. 
Es fragt sich mit anderen Worten, ob und unter welchen Be- 
dingungen ein Integral von f(x) existiert. Dafs es Fälle giebt, 
in denen dies so ist, lehren die Beispiele der Nr. 401. Es ist 
aber eine allgemeine Beantwortung der Frage erforderlich. Diese 
wird zugleich die in Nr. 192 noch in Aussicht gestellte Er- 
gänzung bringen und zeigen, daJGs unter den dort gemachten 
Voraussetzungen man thatsächlich von einem Flächeninhalte 
reden kann. 

Die Frage nach der Existenz einer Funktion F(x), deren 
Ableitung f(x) ist, wird sich nur dadurch entscheiden lassen, 
dals man eine allgemeine Methode angiebt, um aus einer vor- 
gelegten Funktion f(x) ein Integral F(x) zu berechnen. Nach 
welchen Gesichtspunkten man hierbei zu verfahren hat, dafür 
giebt uns die geometrische Anschauung einen Anhalt. 

6eonietrisch gesprochen handelt es sich nur darum zu 
entscheiden, wie man bei einer gegebenen Kurve den Flächen- 
inhalt äPmuA definieren soll. Man wird da genau so ver- 
fahren, wie man es in der Elementarmathematik bei der 
Quadratur des Kreises gethan hat. Man wird die Kurve durch 
ein Polygon ersetzen, indem man auf der Strecke AP eine Reihe 
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von intermediären Teilpnnkten P^P^ . . , P«— i einführt (Fig. 2), 
die den Abscissen x^x^ . - »Xn^i entsprechen und in ihnen die 
Ordinaten f(x^) ^P^M^, f{x^ = P^M^,... f(x^i) = Pn_i Mn^i 

™ « konstruiert. Ziehen wir 



noch die Parallelen C JV. 


i> 


JKi JV^a, . . . Mn-.iNn zur 
ic-Achse, welche die Or- 
dinaten P^JlTi, P^M^,... 
PMhezw. in N^^ N^,.,Nn 
schneiden, so wird der 
Flächeninhalt des Poly- 
gons 

ÄCN^MiN^...NnPÄ 
den gesuchten Wert mit 
um so gröfserer An- 

■^ — ^ X näherung darstellen, je 

gröfserderWertvonnist. 
Der Flächeninhalt des Polygones ist aber die Summe der 
Flächeninhalte der Rechtecke: 

ÄCN,P,=f(xo)'(x,-x,l 
P,M,N,P,=f(x,)'(x,-x,), 


Pn-iMn-lNnP = f(Xn-l) ' {x — Xn-l). 

Bezeichnet man typisch die Abscisse Pjt— i eines solchen Teil- 
punktes mit X statt Xk—i und die Breite Pfc_iPA;= Xk — a?*— i 
des zugehörigen Rechtecks mit Aä?, so werden wir durch 
die Anschauung dazu geführt, das fragliche Integral als den 
Grenzwert einer Summe: 

8f{x)l^x 

aufzufassen, in der x der Reihe nach die Werte x^x^ . . . a;«— i, 
und Aä? die Werte x^ — Xq, x^ — x^, , . . x — Xn—i erhält 
und in der, bei festgehaltenen Bndwerten OA == Xq und 
OP = x, n über alle Grenzen wächst. Ausführlich schreibt 
sich unsere Summe so: 

Sf{x)Ax = f{xQ) ' (Xi — Xo) + f{x^) . {x^ — Xi) H 

+ /'(a;„>.i) '(x — Xn^i)> 
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Hierdurch wird zunäclist der Sinn der Leibnitzschen 

Schreibweise ff((c) dx erklärt, in der j den Anfangsbuchstaben 

von Summe bedeutet. Wir können aber aus dieser anschau- 
lichen Betrachtimgsweise — indem wir genau wie bei der 
Kreismessung uns der elementaren Methode der ein- und um- 
geschriebenen Polygone bedienen — auch einen strengen 
Existenzbeweis gewinnen. 

405. Einengung der Summe in zwei Grenzen. Umge- 
schriebenes und eingeschriebenes Polygon. Wir gehen aus 
von der Summe der vorigen Nummer: 

Fn{x, X^) == f{x^) . {X^—X^) + f{x^ . (X^ — X^) H 

+ f{Xn^l) ' {X — Xn-l) 

und suchen diese in zwei Grenzen einzuschliefsen. Wir nehmen 
zu dem Zwecke wie in Nr. 192 an, dafe in dem Intervalle 
(^0; ^)> f{^) stetig und positiv und dafs x> x^ ist. Wir 
markieren uns nun die gröfsten und kleinsten Werte, die f{x) in 
jedem der Teilintervalle annimmt. Wir nennen in dem Intervalle 

(^07 ^i) ^0 d^s Min., Gq das Max. 
(ä?i, x^) g^ „ „ (x^ „ „ 


yy 


von f{x) 


(1) 


\X , Xfi—l) ffn—1 f) j; ^n— 1 yf 

und setzen: 

^« K, X) = g^ (X^— Xq) + g^ (x^ —x^) H [- gn-i (x—Xn-i) 

l Wn(XQ, x) = Gq (x^ — Xq) + Gi(x^—X^) H 1- Gn^l(x—Xn^i) . 

Alsdann wird: 

(2) 0n (X^y X) ^ Fn (X, Xq) ^ Wn (x^, x). 

In unserer Figur ist der Specialfall betrachtet, dafs f{x) immer 
wächst und daher g^ = f{x^^ g^ = f{x^, . . . g^-i = f(Xn^i) 
ist, während Gq = f(x^), G^ = fix^), . . . Gn—i = f(x) wird. 
Es ist daher 0„ (x^y x) der Flächeninhalt des Polygons 
AGN^M^N^ . . . NnPÄ und ?P'«(a;o, x) der des Polygons 
AN^M^N^ . . . N;-iMPA, wo JV^', -ZV/ . . . X^i die Schnitt- 
punkte der durch Jf^, M^^ . . , M zur a;- Achse gezogenen 
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Parallelen bezw. mit den Ordinaten ^C, Pj-Mi, . . . P,^,Jlf,^i 
bedeuten. Daher wird hier: 

In jedem Falle bedeutet O» (x^, x) den Flächeninhalt eines 
aus lauter Rechtecken zusammengesetzten Polygons ^ von dem 
kein Punkt auGserhalb der Kurve y = f{x) liegt imd ^«(a^o, x) 

den Flacheninhalt eines 
analogen Polygons, von 
dem kein Punkt inner- 
halb von AP MCA 
liegt. In etwas unge- 
nauer Ausdrucksweise 
können wir von den 
beiden Polygonen das 
erstere das eingeschrie- 
bene, dasletztere das um- 
geschriebene Polygon 
nennen imd unsere Un- 
'X gleichheit so interpre- 
tieren, dafs der Flächen- 
inhalt des Stückes AP MCA zwischen dem eines ein- imd 
dem eines umgeschriebenen Polygons enthalten ist. 

Bilden wir nun die Differenz 
''«(^o, ^)— ^«(^o; ^) = (G:o—9o) i^i—^o) + {ßi—9^ (^2—^1) 

H h {Gn^l—9n^x) {X — Xn-^, 

welche den Unterschied der Flacheninhalte von um- imd ein- 
geschriebenem Polygon mifst. Die Differenzen: 

G^o — Oay Gri—9i7 • • • ö^«-i — 9n-l 
nennen wir die Schwankung der Funktion f(x) in den Inter- 
vallen: 

(Xq) Xi), (Xiy X^jy . . . \Xy Xn—i)' 

Diese lassen sich bei hinreichender Verkleinerung der Intervalle 
unter jede vorgeschriebene positive Zahl 6 herabdrücken. Für 
hinreichend grolses n wird daher: 

Vn(XQ, X) — On(XQ, X) <Ö ' (X^ — X^ + Ö ' (X^— Xi) 

H [- Ö ' (X — Xn-l). 
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Es wird also 

Vn{XQ, X) — On(XQ, X)<a'{x — XQ) 

mit wachsendem n unter jede noch so kleine Zahl ö - {x — x^ 
herabsinken. Wir schlieisen daher ^ dafs für jede Art der 
Teilung: ^^ ( p^ ^^^ , x) - 9. (.x, ,x)) = 

wird. 

406. Eigensohaften der ^„ und Wn. Wir wollen jetzt 
untersuchen, wie die Ausdruck^ Wn und 0„ eich mit der Teilung 
ändern. Wir schreiben deshalb ausfuhrlicher: 

^(xq-^ x^^ iTg, . . . Xn^i\ a;) für Q>n{x^j x) 
und 

V{Xq] X-^j X2, . • . Xn — ij X) tuX *irn\XQ) Xj» 

Teilen wir ein Intervall (rcjt—i, Xk) in Teilintervalle, so 
ist der kleinste Wert von f(x) in einem dieser Teilintervalle 
nicht kleiner als der kleinste Wert von f(x) in dem alten Intervalle 
(Xk—i, Xk). Bezeichnet daher ^ (aj^; x^x^ . , . Xn-~.i . . .; x) ein 
O, das aus dem vorigen durch beliebige weitere Teilung der 
Intervalle (xq, Xj), ... (a?«— i, x) entstanden ist, so wird: 

yir [XqX x-tOüa ... sCfi—\ • . .: u/j ^^ ^är\X^\ cc^ ... Xn — i« xj» 

Umgekehrt wird der entsprechende Wert von W: 

^mt \Xq% X-t Xa . . • Xfi — j_ .... Xj ^«» jt V m/q : X-t . • . Xf^.— 'ym Xj* 

Bei einer weiteren Teilung der Intervalle nehmen also die 
Werte der ?P* ab, die der O aber zu. Dabei bleibt aber — 
welches auch die Teilung sein mag — jedes W immer grölser 
als jedes O] d. h. es ist: 

CP \Xq] X-^ » , , Xn — 15 Xj ^ Hr \Xq] X^ • , , Xm — Ij Xj. 

In der That, bezeichnet man die Reihe der Werte 

Xj^ . . . Xn — 15 X^ . • . Xm — 1 

ihrer Gröfse nach geordnet durch 

1 9 . . • Xp • 

so hat man eine Unterteilung beider Teilungen gewonnen und 

es wird daher: 

O {Xq] x^.,. ä?«_i; x)^0 (iCo; a;/'«;/' . . . Xp'] x) 
^ W{Xq) <'<' . . . <'; x) £ W{xq', x^... Xp\ x) 

wie behauptet war. 
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Da nun bei wachsender Teilung die W abnehmen und 
dabei immer gröüser als irgend ein bleiben^ so haben sie 
einen bestimmten Grenzwert^ und da bei wachsender Teilung 
die O zunehmen und immer kleiner als irgend ein W bleiben^ 
so haben auch sie einen bestimmten Grenzwert und es ist daher: 

lim 0n(Xy Xq) = 0(x, x^ 
lim y^n{Xy Xq) = W(x^ Xq), 

Andrerseits wird nach der vorigen Nummer: 
lim (Wnix, Xo) — Onix, x^) = 0. 

Es wird also 0(Xy Xq) ^=^ W{Xy Xq), Bezeichnen wir diesen ge- 
meinsamen Wert mit F(Xy Xq), so wird nach (2) auch 

lim Fn(x, Xq) = F(x, Xq). 

Wir haben also den Satz gewonnen: 

Satz. Es sei f(x) in dem Intervalle {x^y x) stetig und 
positiv. Alsdann erhalt die Summe 

Fn{x, Xq) = f(XQ) . (a?i — Xq) + f{Xi) '(x^ — Xi)-^ 

inweUiher + f(x.^^)^(x- x..,), 

^0 < ^1 < ^2 < • • • < ^n-1 < X 

ist, hei festem Xq und x und unbegrenzt wachsendem n einen 
von der Art der Einteilung unabhängigen Grenzwert: 

F(X, Xq), 

der nur von Xq und x abhängt. 

407. Additionsformel. Aus der geometrischen Anschauung 
erkennt man, dals F(x, Xq) den Flächeninhalt desjenigen Flächen- 
stückes bedeutet, das von den den Abscissen OÄ =^ Xq und 
OP=x entsprechenden Ordinaten AG^=sf{x^ und PM=f{x) 
begrenzt ist und das andrerseits von der Geraden AP und 
dem Kurvenbogen CM eingeschlossen ist. Man wird bereite 
hiemach vermuten, dafe F(x, x^ ein Integral von f{x) ist und 
zwar dasjenige, welches für x==^ Xq verschwindet. Um dies 
analytisch zu erweisen, werden wir erst eine additive Eigen- 
schaft der soeben definierten Funktion F{x, Xq) erweisen. Be- 
trachtet man nämlich in Fig. 1 die Fläche APMCAy so ist 
diese gleich F(x, Xq): 

F(x,Xq)=APMCA. 
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Fügt man zu dieser die Mäche PP'M'MP, welche durch die 
Abscissen OP^==x und OP'=x' begrenzt ist, so findet man 
ebenso: ^^^,^ ^^ _ PP^M^HP. 

Endlich ist die den Abscissen Oä = Xq und OP'=x' ent- 
sprechende Fläche 

Ar MCA = F{x\ x^) 

gleich der Summe der beiden vorigen Flächen. Es wird also 

F{x\ x^) = F{x[, x) + F{x, x^) 

sein. Um die Richtigkeit dieser Gleichung auch analytisch 
darzuthun, gehen wir auf die Funktionen tiO^ und Wn zurück. 
Unter Benutzung analoger Bezeichnungsweisen wie oben er- 
kennen wir, dals jedenfalls: 

On{x\ X) = gl {Xn+1 — ^) + 9n+l (^«+2 — ^n+l) H 

+ ^2n-l(«' ^2n-l) 

ist, WO Xn+u ^»+2; . . . x^n—i irgend wclchc der Gröfse nach ge- 
ordnete Zwischenwerte zwischen x und x^ und ^„, S'n+i, • . • 9%n—\ 
die kleinsten Werte von f{x) bezüglich in den Intervallen 
(a;, iTn+i), (xn+ij Ä;n+2);. . .(a?2«-i, x') bedeuten. Vorausge- 
setzt ist dabei, dals f{x) auch in dem Intervalle (a;, x') stetig 
und positiv ist. Ebenso wird dann: 

Wn{x\ X) = Gn{Xn+l — x) + G^n+l(a;«+2 — aJn+l) H 

+ G^2n-1 {x' ir2«~l), 

WO Gn, G^n+1; • • • G^n—i die gröfsten Werte von f{x) in den 
Intervallen (a?, a;„4-i), (iPn+i, cCn-{-%) . . . (a?2n— i, ^0 bedeuten. 
Setzt man nun wieder: 

Fn{x\ X) = f{x) . (a?n+i —X)+ f{Xn+i) {Xn^2 — iC«+l) H 

SO Wird Wieder: + /•(a.^n.O (^'- ^--i), 

(3) On (X\ X) ^ J?; (X\ X) £ Vn (x\ x). 

Ganz ebenso wird, wenn: 

02n(x', Xq) = g^ {X^ — a^o) H h 9^n-l {X' — Xin-x) 

^2n(x\ Xq) = G^o (^ — ^o) H h G^2«-i {x' — a:2„-i) 

gesetzt wird: 

(4) 02n{x\ X^) ^ F2n{x\ X^) £ W^n {x\ X^). 
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Nun ist aber: 

^fn{x', Xq) = 0n(x, X^ + 0^{x\ X) 

3^»«K ^o) - 3^(ar, x^) + Wn{x\ x), 
und daher wird: 
^n{x, x^) + a>,(a:', a;) ^ F«» K ^o) ^ 5^(a?, ar^) + !P;(a:', a;) 

und wir erhalten ffir w = cx> : 

F{x, X,) + JP(a;', a:) ^ JP(a:', x) ^ JP(a:, x^) + JP(a:; a:), 

JP(a:» ^ JP(a:, a:o) + F(a:', X), 
wie behauptet war. 

408. F(Xy Xq) ist ein Integral von f(x). um nun zu 
erweisen^ daJB F(x, x^ ein Integral von f(x) ist^ müssen wir 
darthun, dals die Ableitung von F(x^ Xq) nach x gleich f(x) 
ist. Wer sich mit einer geometrischen Begründung zufrieden 
giebty kann einfioch auf den Satz der Nr. 192 verweisen. Will 
man rein analytisch vorgehen^ so ist jedenÜEdls: 

^n{x, Xo) £ F{X, Xq) £ Wn(x, X^). 

Ist nun g der kleinste^ G der gröiste Wert von f(x) in dem 
Intervalle (xq, x), so wird auch: 

^9 (^i—^o) + 9(^s—^i)'\ h9(^ — ^n^i) 

^g{x—x^, 

und analog: 

Wn{x,X^)'^G{x — X^), 

also wird: 

(1) g ' {x — x^ < F{x, Xq)^G'(x — Xq). 

Bilden wir nun den Ausdruck: 

F{x +.h, a?o) -> F(x, x^) _ F(x + h, x) 
h h ' 

so folgt; wenn man in (1) Xq durch a;, x durch x-^h ersetzt: 

(2) g'h^F(x + h,x)^G' h, 

wo nun G den grölsten^ g den kleinsten Wert von f(x) in dem 
Intervalle (x^ x -{-h) bedeutet. Mithin wird: 

^ Fjx + fe, a;o) — F(x, x^) ^ ^ 
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Für A = wird aber G =: g= f(x) und daher: 

» 

■wie behauptet war. 

Aus dieser Eigenschaft folgt femer, da F(x, Xq) nebst 
seiner Ableitung in dem Intervalle (x, Xq) bestimmte endliche 
Werte hat nach der Bemerkung in Nr. 27, dafs- F(x, Xq) in 
dem Intervalle eine stetige Funktion von x ist. 

Hiermit haben wir das Theorem gewonnen: 

8at0 L Die Fmiktion f(x) sei in einem besHmmten Inter- 
vdUe stetig %md positiv; x^ wnd x seien Werte innerhalb dieses 
IntervdUes und x > Xq, Älsdcmn giebt es immer eine imd nur 
eine stetige Funktion F{x, x^, welche für x = Xq verschwindet 
und deren Äbleitimg nach x gleich f(x) ist. Diese ist gegeben 
durdi die Formd: 

(1) F(x, x^ = lim {f{x^ . {x^ — x^ + ({x^) {x^ — ajj-f • - 

+ f{Xn^l){x — Xn^l)], 

in der Xi<x^<. . . <, Xn—i irgend welche Werte zuoischen Xq 
wnd X bedeuten. 

Durch unsere Betrachtungen haben wir gleichzeitig eine 
piilcise Definition des Flächeninhaltes bei einer stetigen Kurve 
gewonnen. Wir können sagen: 

Satß IL Die Kurve y = f(x) sei stetig und positiv in dem 
Intervalle von x = x^y bis x == x. Konstruiert man alsdann die 
eingeschriebenen und umgeschriebenen Polygone mit den Inhalten 
Onipo, x^ und Wn(x, Xq), von denen oben die Rede wa/r, und 
die von der Äbseisse Xq bis zu/r Äbscisse x reichen, so haben 
dieSse Inhalte bei u/nendlich grofser Zahl n der Teilpunkte einen 
und denselben gemeinsamen Grenzwert, und dieser heifst der 
Flächeninhalt desjenigen Flächensimches, das durch die Kurve 
y = f{x) und die Äbsdssenachse einerseits und durch die Ordi- 
naten in Xq u/nd x andrerseits begrenzt ist. 

409. Bezeiclmiing des bestinunten Integrales. Nach dem 
soeben Bewiesenien ist unter den angegebenen Voraussetzungen 
F{x, Xq) immer dasjenige Integral von f{x)y welches für x^=Xq 
den Wert null annimmt. Man bezeichnet dies durch: 
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X 

(1) F{x,x,)^Jf{x)dx; 

«0 

X und Xq heifsen die Grenzen des Integrales und zwar x die 
obere, Xq die untere Grenze. 

Ist F(x) irgend ein anderes Integral von f(x)y so ist 
nach Nr. 402: 

(2) F(x, Xo) = F(x) - F(Xo). 

Aus dieser Gleichung folgt: 

Dcis zwischen den Grenzen Xq wnd x genommene Integral 
ist null, wenn Xq mit x zusammenfäUt 

Dem Herkommen gemäfs unterscheidet man zwischen be- 
stimmtem und unbestimmtem Integral. Das erstere ist dasjenige 
Integral von f{x), dessen obere und untere Grenze feste, ge- 
gebene Zahlen Xq und x sind. Das letztere repräsentiert die 
Gesamtheit aller Integrale^ deren Ableitung f(x) ist und die 
sich daher aus dem vorigen durch Addition einer willkürlichen 
Konstanten ergeben. 

410. Befireinng von beschränkenden VoraiiBsetznngen. 

Der in Nr. 408 bewiesene Satz I. ist thatsächlich unter weit 
allgemeineren Voraussetzungen erwiesen, als unter denen wir 
ihn ausgesprochen haben. 

Die speciellen Annahmen nämlich, dafs f(x) in dem Inter- 
valle (Xq, x) immer positiv und x> Xq ist, haben wir nur des- 
halb eingefohrt, um den Beweisgang anschaulich an der Figur 
verfolgen zu können. Prüft man aber die analytische Ent- 
wickelung für sich allein, so wird man finden, dafs bei ihr 
nur die Stetigkeit der Funktion f(x), nicht aber ihr Vorzeichen 
oder das Zeichen von x — Xq in Betracht kommt. Es besteht 
nur der eine Unterschied, dafs bei x <iXQ die Funktionen 0n 
und Wn ihre Bolle vertauschen und Wn<iFn<C ^n wird. Dies 
ändert aber nichts an den weiteren Schlüssen. Wir schliefsen 
hieraus: 

Ber Satz I der Nr. 408 gilt für jede Funktion f{x), die 
in dem IntegraMonsirdervalle {Xq, x) stetig ist 

Mit dem Satze I bleiben auch die aus ihm gezogenen 
Folgerungen bestehen. Es ist daher, wenn F(x) irgend ein 


I 
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Integral von f(x) ist, das zwischen x^ und x genommene 
Integral: 


Jf(x)dx = F(x)-F{x,), 


«b 


wie in der vorigen Nummer gezeigt wurde. Setzen wir in 
dieser Gleichung für (xq, x) der Beihe nach (Xq^ a), (a, h) 
. . . (i, Z), (l^ x)y wo a, b^ , . ,JCy l irgend welche Stellen im 
Integrationsintervall sind, so erhalten wir: 


a 


Jf(x) dx = F{a) - Fix,) 


«b 
b 


Jf{x) dx = F (V) — F(a) 

a 
l 

ff{x)dx=F(l) —FQc) 


k 


ff(x)dx = F(x) — F(l), 


Hieraus folgt durch Addition: 

ab X 

/+/+ • ■ • +/= Fix) - Fix,), 

Xq a l 

wobei wir der Bequemlichkeit halber den sich immer wieder- 
holenden Integranden f(x) dx nicht hingeschrieben haben. Die 

X 

rechte Seite ist aber 1 f(x)dx, also gilt die sogenannte: 

«b 

ab XX 

Additionsformel: / + /+•••+/ = / 

Xq a l Xq 

Im Falle von 2 Summanden und unter beschränkenderen 
Voraussetzungen haben wir diese Gleichung bereits in Nr. 407 
bewiesen. 


Setzt man im Besonderen o = a:, b = Xf, und beschränkt 
sich auf zwei Sommanden, so folgt: 


/+/=/ 


Das Integral rechter Hand ist aber nach dem i 
Kr. 409 gleich ntdl, also folgt: 


ff{i:)dx ff{x)d 


Das bestimmte ItUegral ändert sän Vorzeichen, wenn s 
beiden Grensen verteuiscM tcerden. 


% 3. AnweDdnngeii. 

411. Quadratur der Parabel. Wir betrachten die Parabel. 
Die Kurve hat, bezogen auf ihre Achse nnd die Scheitel- 
tangente, die Gleichung: 

1-1' 


p ist der Parameter. 



2j)' 

Wir wollen die Fläche 
OPJf bestimmen, welche 
zwischen der Kurve, der 
Tangente P = a; und 
der Ordinate PM ^ y 
liegt. Wir teüen die Äb- 
scisse 0P= a; in B gleiche 
Teile. Alsdann wird: 

OP^ = PiPt 

= P,_iP=|-; 
p j, —I ihnen entsprechen die Ordi- 


0,P,Jtfi = 


Ps-afg = 


2p \n/ 


Daher wird die Fläche des „eingeschriebenen Polygons" 
OP, Üfi Jfj . . . Jlf,_i^,PO: 
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, _« _1_ /(n — l)a; y 
und die des „umgeschriebenen Polygons" 

Die Ausdrücke för On und ??„ vereinfachen sich erheb- 
Kch. Es wird: 

*« = ^ S (0* + 1 ' + 2^ + • • • + (« - 1)') 
und 

''« = ^S(l' + 2' + 3« + --- + «')- 
Nun gelten bekanntlich die Summenformeln: 

l»-(- 2'+ •• • + (n- 1)«== **^*'~^j^''~^\ 

s 
Also wird: 

^«=6^r-Y^+¥; = 6^(i-Y-n+2;r«)^ 

Ist daher i^ der gesuchte Flächeninhalt^ so wird: 

f;(i-i4+i^)<^<g('+i4+^.)- 

So erhält man fOr n = 100: 

0,98505. g<i?'< 1,01505. g, 
und für n = 10000 auf 5 Dezimalen genau: 

0,99985 ^^<:F< 1,00015 • |^ • 

Für w = oo erhalten beide Grenzen denselben Wert, näm- 

lieh r— und also wird: 
6p 


F-ff^ä.= 


X^ 


6p 


Serret, Dlff.- u. Integral-Sechnung. II. 2. Aufl. 
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Offenbar haben wir hier dasjenige Integral erhalten, welches 
fOr o; SS verschwindet, wir haben also: 


.X 




In der That wird: 


/: 


X* , «' 


— (—) = — 

dx \6«/ 2p* 


412. Die Pimdaaieiital- Integrale. Wir müssen zoimchst 
die Resultate wiederholen, zu denen wir bei der Differentiation 
der einfachen Funktionen gelangt sind; denn diese lehren nns die 
Integrale kennen, welche sich durch diese ein&chen Funktionen 
ausdrücken lassen. Es ist: 

d a^"^^ dsin X dcotg a; ^_ 1 ^ 

dx n + 1 ' dx ' dx m* x^ 

d «"* _^ d COB X 

dx m ^ dx ' 

dlx 1 dtosigx 1 


dx X ' dx COB*«' 

(2 arc sin a; 1 d arc tang x 1 ^ 

dx yi .^ x*^ ^^ 14"^" 

d arc cos x — 1 d arc cotg x 1 


dx yi _« X*' ^* 1 + ^*' 

und hieraus folgt unmittelbar, wenn man mit C eine willkür- 
liche Eonstante bezeichnet: 

I (^^dx=^ — +C, / sina?dic=»— cosa?+C, 


/i 


, = arc sin a; + C = — arc cos x 4- C, 


/ 


---——- =5 arc tang a; -}- C = — arc cotg a;+ C. 


Man kann anch, indem man mit x^ einen beUebigen Wert 
bezeichnet, die Gleichungen bilden: 
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f ic* dx = r--* — . 

«0 


e^*dx 


X 


f 


CbOü j j j OD 

=S= (,X 1X4^ "=8 t • 


X ^ X 





Die letzte Gleichung dieser Grappe ist in der ersten ent- 
halten und folgt aus dieser, wenn man n -f- 1 nach null 
konvergieren läüst; denn es wird nach der allgemeinen Begel 
(Nr. 129): 

lim 5 -3 = lim ^ ^^ /^ ^ = lx — Ix^. 

n-f 1=0 ♦»-hl n+l==0 ^ 

Ist n negativ, so darf das Intervall von i^o bis x, damit 
od^ stetig ist^ nicht den Wert enthalten; also müssen in diesem 
Falle bei der ersten der genannten Gleichungen x^ und x von 
einerlei Zeichen sein; dasselbe gilt auch bei der dritten Gleichung. 

Setzt man im Besonderen rr^ =» 1^ so ist 


ß 


^""^^IXy (Ä>0). 


X 

Desgleichen findet man fQr x^^^O: 

X X 

/dx 1 / dx . 

j^p^. = arc tang a;, / -^==^ = arc sm «. 

Die Funktion Ix und ebenso die cyklometrischen Funktionen^ 
wie arctango;^ arcsino:; sind Integrale von algebraischen 
Punktionen, wie "bereits früher (Nr. 53) bemerkt worden ist, 
und wenn die Theorie dieser Funktionen nicht schon vorher 
in der Algebra und Trigonometrie begründet worden wäre, so 
würden sie sich in der Integralrechnung als neue unerläfsliche 
Elemente der Analysis darstellen. Diese Bemerkung läist uns 
schon jetzt vorhersehen, dals durch die Integration unendlich 
viele neue Funktionen entstehen, welche nicht auf die bereits 
bekannten zurückführbar sind, wodurch sich für die Analysis 
ein unbegrenztes Feld von Untersuchungen eroffiiet. 

2* 
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§ 4. Terwandlimg yon Differentiationsregeln in 

Integrationsregeln. 

418. Allgemeine Methode. Die beiden yorigen Para- 
graphen haben uns zweierlei gelehrt. Einmal besitzt jede 
stetige Funktion ein Integral; zweitens wissen wir^ dals Diffe- 
rentiieren und Integrieren inverse Operationen sind. Der letztere 
Umstand führt uns sofort zu der Frage, inwieweit wir Rech- 
nungsregeln oder Sätze der Differentialrechnung in Sätze der 
Integralrechnung verwandeln können. Die Methode, nach der 
diese Übertragung zu geschehen hat, liegt auf der Hand. Ist 

(1) F{x, 17, F, TT. . ., U\ r, W\.) = 

irgend eine Identität, die zwischen den Funktionen ?7, F, TF . . . 
von X und deren Ableitungen besteht, so brauchen wir nur 
zu setzen: 

U= fudXy V^=^ CvdXy W= jwdx,. » . 

indem wir über die Integrationskonstanten den Umständen ge- 
mäfs verfügen und erhalten: 

(2) F(xj judxj jvdx y fwdx ... m, v, «i? . . .1 = 0, 

eine Relation der Integralrechnung. 

Es fragt sich nur, unter welchen Umständen unser Uber- 
tragungsprinzip anwendbar sein wird. Das wird von den 
Voraussetzungen abhängen, unter denen die Gleichung (1) be- 
steht. Richten wir unser Augenmerk auf die Entwickelungen 
Eap. n § 1 u. § 2 der Differentialrechnung, so mulsten die 
dort auftretenden Funktionen 77, F, TF, . . . der Forderung Ä 
(Nr. 27) genügen; d. h. sie mulsten nebst ihrer Ableitung be- 
stimmte endliche Werte besitzen. Diese Forderung ist gewifs 
erfüllt, sobald die Ableitungen J7', F, TF, . . . stetig sind. Dem- 
nach wird die durch unser Übertragungsprinzip gewonnene 
Gleichung (2) jedenfalls' dann gelten, wenn die in ihr auf- 
tretenden Funktionen w, Vy Wy . , , die Forderung erfüllen: 

Forderung @, Die vorkommenden FimkHonen sind stetig 
in dem betrachteten Intervcdie, 
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Wir setzen hiermit ausdrücklich fest^ dafs yon jetzt an 
die Forderung @ so lange als erfüllt angesehen werden soll, 
als nicht das Gegenteil bemerkt ist, und stellen ims nun die 
Aufgabe, die DiiSerentiationsregeln des Kap. II § 2 der Diffe- 
rentialrechnung soweit als möglich in Integrationsregeln zu 
verwandeln. 

414« Die Integration einer Summe. Sind u, v^ w^ , , . s 
gegebene Funktionen von x, und 

y = t^ -(- t? + M? + • • • + ^ > 

so ist das unbestimmte Integral der Funktion y gleich: 

jydx == fudx + jvdx '{' fwdx + • • • + jsdx'^ 

denn die beiden Seiten dieser Gleichung haben die gleiche Ab- 
leitung, und können also nur um eine Eonstante differieren; 
jedes Integral enthält aber zugleich eine willkürliche Konstante. 
Soll dasjenige Integral von y bestimmt werden, welches 
für X == Xq verschwindet, so erhält man: 


X 


I ydx = / udx + I vdx + / wdx + • • • + 1 sdx, 

Xq Xq Xq Xq Xq 

weil beide Seiten dieser Gleichung für x =^ Xq null werden. 

415. Integration eines Produktes oder teilweise Inte- 
gration. Das Verfahren der sogenannten teilweisen (partiellen) 
Integration, welches häufig zur Anwendung kommt und wert- 
voUe Ergebnisse Hefert, besteht in folgendem: Sind ü und v 
zwei Funktionen der Variabein x^ so ist 

d(U'V) dv . du 

Wir setzen dabei unseren Verabredungen gemäfs voraus, 

dafs w, v, 3-, -T- in dem betrachteten Intervalle die Porde- 

rung % erfüllen, also stetig sind. Bildet man das unbestimmte 
Integral von jeder Seite, so folgt: 


/' dv :, , C du j 


UV 

oder 

(1) /« £ '^^ =" «'^ -ß S ^''- 
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Eine Konstante braneht man nicht hinzuzafQgen, weil 
jedes Integral sdhon eine willkürliehe Eonstante mit sich führt. 

Die gewonnene Gleichung drückt die Regel der teilweisen 
Integration aus. Ist nämlich y eine gegebene Funktion^ so 
sucht man diese derart in zwei Faktoren zn zerlegen, dals der 
eine Faktor die Ableitung einer bekannten Funktion t; wird. 
Bezeichnet man dann mit u den andern Faktor, so ist: 

dv 

und nun wird, gemafs der Gleichung (1), das Integral von y 
in zwei Teile zerlegt, nämlich in einen integrierten Teil uv 

und einen noch zu integrierenden — / v -^ dx. Auf die 

Integration von «g iafc also die von y oder^g zurückg^ 

führt, und wenn die neue Funktion ein&cher ist als die 
ursprüngliche, so ist die Anwendung dieses Verfahrens von 
Vorteil. Will man das Integral der Gleichung (1) derart be- 
stimmen, dafe es für a; = a^o nuU wird, so mufe man sich 
Rechenschaft geben von der willkürlichen Konstanten, die nun 
mit einem der beiden Integrale verbunden ist, z. B. dem auf 
der rechten Seite. Man kann setzen: 

l u -^dx^^ UV — I v-^dx -{- CcMist., 

und da für x==: Xq die linke Seite, sowie das Integral auf der 
rechten Seite verschwinden, so wird: 

== UqVq + C oder C == — UqVq , 

wenn man mit u^ und Vq die Werte bezeichnet, welche die 
Funktionen u und v für x ^= Xq annehmen. Es ist demnach 

X X . ' 

/" S '^^ = ["" - "«'*'o^ -J" S ^'^' 
was man bisweilen auch in der Form schreibt: 

X X 
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Das Symbol [uv] bezeichnet dann die Differenz uv — WqI?^ 




X 


oder das Integral / ^ dx. 

Xo 

416. Der eine Faktor des FrodnkteB ist eine Konstante. 

um das Verfahren der partiellen Integration auf einen speziellen 
Fall anzuwenden^ sei der eme Faktor des Produktes eine Kon- 
stante a^ der andere u eine Funktion von x. Dann ist zu finden: 

faudx. 
Setzt man: 

^ j 1 dw 

udx^^'W, also w = j- 

so wird: 

/•> i dw t [ da -, 

audx = I a^—dx=^ aw — I w -r- dx. 
J dx J dx 

Da aber die Ableitung yon der Eonstanten a nuU ist^ so 
TersdiKwindet der Integrand rechter Hand und es ist bis auf 

eine additive Konstante, wenn man für w wieder judx setzt: 

jaHdx= a fudx 

und zwischen den Grenzen Xq und x wird: 


/• 


X 


l audx =^ a j udx. 


Ist z. B: 


y = M + vi, wo i = y — 1, 
so wird nach der eben erhaltenen Begel und nach Nr. 414: 

■ 

jydx ==! fudx + i jvdx^ . 


oder: 


X X X 

lydx=^ I udx -{' i f vdx, 

Xq Xq Xq 


. 417. Beispiele. Im Folgenden werden wir Gelegenheit haben, 
zahlreiche Anwendungen von diesem Integrationaverfahren zu 
machen; hier sollen nur einige Beispiele gegeben werden. 
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1. Betrachtet man das Integral 

flxdx 
und setzt man 

so folgt: 

/ Ixdx = xlx — / X— = xlx — / dx. 

Das letzte Integral ist gleich x plus einer Eonstanten. 
Also ist: 

ilxdx = xlx — X '{' C. 

I x^e~'dx 
zerlegen wir den Integranden in die beiden Faktoren 

von denen der zweite die Ableitung von — e~* ist. Die 
Funktionen y welche wir u und v nannten^ sind also hier x^ 
und — er", und es wird: 

jaf^er-'dx = — a?"e-*+ m jaf^—^er^dx. 

Das gegebene Integral ist demnach auf ein anderes der- 
selben Form gebracht^ welches sich nur dadurch von jenem 
unterscheidet; dals der Exponent m durch m — 1 ersetzt ist. 
Ist die Zahl m positiv und gröfser als eins^ so ist das neue 
Integral einfacher als das erste; wenn dagegen m negativ ist^ 
so findet das Umgekehrte statt; in diesem Falle kann man die 
Formel so ansehen , dals das Integral der rechten Seite auf 
das erste zurückgefQhrt ist; schreibt man an Stelle von m 
den Exponenten — m-{-ly so ergiebt dieselbe Formel: 

XT^er'^dx = -^ 1- :: I x^-'^e-'^dx. 

1 — m ' 1 — m^ 

ht m eine ganze positive Zahl und setzt man zur Ab- 
kürzung: 

Um=^ jx'^er'dx, am = — x^'er', 
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so ist nach der obigen Formel, weil ccm für o? = verschwindet, 

t*m = «in + WJtli„«i; 

giebt man also der Zahl tn die Werte 1, 2, 3 . . . bis m, so folgt: 

Ml = Ol + Wo, 

Wj ==«2 +2tti, 
«*8 =«8 + 3tlj, 


Addiert man diese Gleichungen, nachdem man sie mit 

21' 8! ' ' * ml 

= «o + «i + ^ + ^+ •••:£? 


111 
^? "äT' TT' ' ! nraltipliziert hat, so wird: 


"m , I a« I «8 I "m 


m! --o • --1 I 21 ' 81 i wil 

Es ist aber: 

X 

Uq'^' I e-'dx=^ [— 6^*] = 1 — CT-«, 


also wird : 

X 

-ir A;"» ^^ drc = 1 — Fl + ~ + f^ + . . ~1 ^^ . 

m!^ |_ ' 1! ' 21 ' wilj 



418. Integration der Funktion einer Funktion. Ein 

anderes Integrationsverfahren, welches wir noch anzugeben 
haben, besteht in der Änderung der unabhängigen Yariabelen. 
Dieses und die teilweise Integration bilden die wichtigsten 
HiKsmittel in dem Teile der Integralrechnung, mit welchem 
wir es hier zu thun haben. 

Es sei f{x) eine gegebene Funktion; führt man eine neue 
unabhängige Variabele t ein, welche mit x durch eine Gleichung 

(1) a;-=9(0 

verbunden ist, so ist 

dx = q)'{ß)dty 
und folglich wird 

f{x) dx = f{tp \{\) (p'(t)dt = t (t) dt. 

Hieraus folgt: 

(2) Cfix) dx =ft (0 ^*' 


ff(' 
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Kann man die Fanktion ^(^) migrieren und findet man 

V (0 äi = y (0 +const, 
so ist auch 

l^a?) dx = ?P'(^) + const, 

und setzt man fOr i seinen Wert als Funktion von x ein^ so 
erhalt man 

l^a?) dx = ^(x) + const, 

wobei F{x) eine bekannte Funktion ist. Dabei hat man in- 
dessen darauf zu aditen, dafs die Bessiekwng zivischen den Varior 
hdeh X und t eine umkehrbar eindeutige ist in dem fraglichen 
Intervalle, Denn wir mnfisrten erst rermoge (1) t statt x nnd 
sodann in V{f) wieder x statt t einführen. 

Die Anwendung dieser Substitutionsmethode kann selbst 
dann von Nutzen sein, wenn sie auch nicht zu einer Inte- 
gration der g^ebenen Funktion fahrt. Sie lafst in der That 

in vielen Fallen das Integral jf{x)dx durch ein anderes ein- 
facheres f if(t)dt ersetzen. 

Soll das Integral von f(x) derart bestimmt werden, dais 
es für. x=: Xq verschwindet, so muls auch das Integral von 
if(t) so bestimmt werden, dals es fOr denselben Wert von x 
null wird. Wenn man also mit t^ den Wert bezeichnet, wel- 
chen t erhalt för x = x^^ so wird: 

rf(x) dx = yv (0 ^^- 

419. Beispiele. 1. In dem Integrale 

\ax + 6)"* dx 

setzen wir: 

+ , , t — h j dt 
b^=t, x=?= , dx=—i 

80 folgt: 

(ax + b)-^dx = ^J t-^dt = (S;::|ri)^ + const, 
oder: 

{ax + ly dx = ^''lJ'^\)^ + const. 


/( 


/< 
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2. In dem Integrale 


A 


dx 



05* + P^ + ff 

seien p und g feste Werte, so dals p^ — 4g < 0. Setzt man 

wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel positiv gewählt sein 
mag, so ist' 

dx 1 f dt 

/ ^1 1 1 = *^*^ t*"ig ^ + const, 
und folgüch: 

da; 1 "^2 

_— _ — «* — arc tanff — ^ + const. 


§ 5« Beziehnngen zwischen Sätzen der Differential- 
rechnung und solchen der Integralrechnung. 

420. Der lüttelwertsats. Nachdem wir im vorigen Para- 
graphen eine Übertragung der Bechnungsregeln der Differential- 
rechnung vorgenommen haben, wollen wir jetzt auch die Sätze 
der Differentialrechnung, welche allgemeine Eigenschaften der 
Funktionen aussagen, in solche der Integralrechnung ver- 
wandeln, und aus ihnen weitere Folgerungen ziehen. In Be- 
tracht sollen namentlich die Sätze von Kap. 11 § 1 kommen. 
Diese basieren samtlich auf dem Mittelwertsatze. Wir tiber- 
tragen daher zuerst diesen in die Integralrechnung und ge- 
langen so zu dem Satze: 

JErffäU f(x) m dem Intervalle von x^ bis X die Forde- 
rung @, so ist: 

X 

I f{^) ^^ = (^ — ^o)A^i); ^•**^ XqKX^K X. 


28 Erstes Kapitel. 

In der That, setzt man 

X 

ff(x)dx = F(x), 

SO wird 

f(x) = 2^(x), 

und die Anwendung des Mittelwertsatzes der Nr. 28 auf die 
Funktion F{x) ergiebt: 

l^q^I^^nx,), wox,<x,<X. 

Also wird: 

FiX) - F(xo) = iX-Xo) rix^. 

Führt man hierin an Stelle von F{x) wieder f{x)^=^F\x) 
ein, so folgt unmittelbar die zu beweisende Gleichung. 

421. Ein positiver Integrand giebt ein positives Integral. 

Eine Übertragung des Satzes der Nr. 30 ist der folgende: 

Die FunJction f(x) sei positiv tmd stetig in dem Intervalle 

X 

von Xq bis X, alsdann gut Gleiches von f f{x) dx. 

In der That, in dem fraglichen Intervalle hat die Funktion 

X 


F{x)=ff(x)dx 


«o 


eine positive Ableitung ^(x) = f(x). Also nimmt nach Nr. 30 
in ihm F(x) bestandig zu. Also ist auch 

F(x) > F(x^) = 
positiv. 

422. Der gröfsere Integrand giebt das gröfsere Integral. 

Eine wichtige Folgerung des letzten Satzes ist diese: 

Sind g)(x) und f{x) in dem Intervalle von x^bis X stetig, 
wobei X > a?o sein soU, und ist für alle Werte x des IntervaUes 
f(x) > (p(x), so ist amh: 


I f(x)dx'> I (p(x)dx. 


^ 
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In der That^ da f{x) — 9)(a?) > ist, so ist auch 

X 

/ (/W — 9> (^)) dx^O nach dem vorigen Satze und daher 

auch / f{x) dx> I g> (x) dx. 

Aus diesem Satze folgt weiter: 

Folgerung. Ist f(x) der Gröfse nach zwischen g>(x) und 
iIj{x) enthalten, für alle Werte x zwischen x^ und X, so ist 

X . X X 

auch f f(x)dx wünschen 1 g>(x)dx und 1 if(x)dx enthalten^ 

Xq Xq Xq 

sobald nur die Forderung @ erfuUt ist. 

423. BeispieL Es sei das Integral / . gegeben, in 





"|/l-aj^ 


welchem m gröfer als 2 ist. Es ist einleuchtend, dafs dieses 
Integral vergrößert wird, wenn m verkleinert wird, und dafe 
es verkleinert wird, wenn m vergröfsert wird. Es ist also 
enthalten zwischen 

dx und 




Vi — a;«' 
ö 

d. h. zwischen 

Y = 0,5 und arc sin — = -^ = 0,523 . . . 

424. Ein neuer Mittelwertsatz. Aus dem Vorigen er- 
halten wir sofort folgende Verallgemeinerung des Mittelwert- 
satzes der Nr. 420: 

Tue Funktionen u und v mögen der Forderung ® genügen. 
Wenn nun die Funktion v bei allen Werten von x zwischen Xq 
tmd X dasselbe Zeichen hat, so ist: 

X X 

I uvdx = U f vdx. 

Xq Xq 

Dabei bedeutet TT einen Wert, der zunschen dem kleinsten und 
gröfsten Wert enthalten ist, den u in dem Intervalle annimmt. 
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In der That^ sind A und B der Minimal- und der Masdmal- 
wert Ton ii, so ist fOr alle x des Intenralles, wenn v positiv ist: 

Äv < «r < Bv 
und wenn v negativ ist: 

Äv >uv> Bv. j^ 

Also . ist der Wert des Int^pides / uv dx zwischen 
I Avdx nnd / Bvdx enthalten; d. h. zwischen den Pro- 

dükten, die man erhalt, indem man A nnd B mit j vdx 

multipliziert. Setzt man v^=^\y so erhalt man den Mittel- 
wertsatz der Nr. 420. 

425. Neuer Beweis der Taylorsclien Gleiehnng. Die 

Integralrechnong liefert einen sehr einfachen nnd eleganten 
Beweis fBr die Taylorsche Formel, die bekanntlich auch 
weiter nichts als ein verallgemeinerter Mittelwertsatz ist. Dieser 
Beweis wird ebenso wie bei den vorhergehenden Sätzen dnrch 
teilweise Integration erbracht. 

Es seien x nnd h zwei gegebene Zahlen, t eine Yariabele 
nnd f{x + Ä — {) eine Funktion, von der wir voraussetzen, • 
dals sie nebst ihren n ersten Ableitungen fOr alle Werte t 
von bis A stetig ist. Die teilweise Integration ergiebt als- 
dann, indem man mit f{x + Ä — ^), f{x + Ä — ^) . . . die 
succesiven Ableitungen der Funktion f{x -{-h — {) in Bezug 

auf die Yariabele x '\-h — t bezeichnet, die Gleichungen: 

t t 

ff {x+h-t)dt =tf{X'^h—t)'^Jf{x + Ä — t)tdt, 

t t 

Jr^x+h-t)m=*^f'ix+h-t)+ff"{x+h-t)*^^dt, 

% 

t t 



t t 




A 


Begriff dea Integrales. 31 

Addiert mau alle diese Gleichungen und setzt dann t==^h, 

so folgt^ da 

h 

r(x + h — t)dt = f(x + h) —fix) 



ist, die Gleichung: 

(1) /•(x+Ä)=/^(a;)+^f(a;)+|-;r(^)+-+^/^-«(^)+i?„, 

wobei 

h 

(2) E,^ff(n,(^^.n-t)^^^dt 



• 

ist. Die Gleichung (1) führt zu der Taylorschen Reihe, wenn 
die Bedingung der Stetigkeit fQr alle Ableitungen, wie viele 
man auch bilden mag, erfüllt ist, und wenn der Best Bn nach 
null konvergiert, wenn n unbegrenzt wächst. Die Gleichung (2) 
giebt einen neuen Ausdruck für diesen Rest, der bisweilen 
von Nutzen ist, und aus dem man auch die früheren (Nr. 112 
u. 113) ableiten kann. Denn es folgt aus dem Satze der Nr. 424: 

h 

U bedeutet einen mittleren Wert der Funktion /^")(iC + Ä — ^) 
im Intervalle von ^ = bis ^ = ä. Ist diese Ableitung stetig, 
wie wir hier annehmen, so nimmt sie diesen mitÜeren Wert 
auch für einen bestimmten Wert von t an. Es ist also: 

Desgleichen erhält man die andere Form des Restes: 

h 



426. Die Integration einer unendliclien Beihe. 

Satz. Es sei f(x) = Wq + «*i + w^ H ^^'^ unendliche 

Beike, deren Glieder steige Funktionen einer Variabden x sind. 
Die Beike sei gleichmäfsig' konvergent hei äUen Werten von 
x^=^ Xq bis m X'^ X. Jlsdann ist (mch die Beihe: 
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XXX X 

j u^dx-^ j u^dx+ I ti^dX'\ 1- ju^dx-] 

^ *• ^ *m 

in dem Intervalle {x^, x) gleichmäfsig konvergent und ihre Summe 
igt gleich dem Integrale 


Jf{x)dx. 


Denn setzt man: 

(1) /*(^) = «0 + «1 + «S H h «*•- 1 + ^n7 

wobei X die Werte Ton x^ bis zu irgend einem Werte kleiner 
als X dnrchlaQft, so ist: 

X X X X XX 

(2) / f(x)dx — / u^dx + I Uidx+ j u^dx-^ h / Un^idx+ j rndx. 

Xq X^ Xq Xq X^ Xff 

Nun ist aber (Nr. 424): 

X X 

J rndx = QnJ dX = Qn(x — X^) , 

wenn p» einen Wert bezeichnet, der zwischen dem grö&ten 
und kleinsten Werte der Funktion r», während x Ton x^ bis x 
variiert, gelegen ist. Diese Werte sind aber, da die Reihe 
gleichmalBig konvergiert, nach der in Nr. 363 gegebenen De- 
finition der gleichmälsigen Konvergenz absolut beide kleiner 
als die beliebig kleine Zahl ö, wenn n hinreichend grols ge- 
wählt ist; und folgHch ist auch | p« | < <J. Daraus folgt, dafe 
in der Gleichung (2) die DijBTerenz des Integrales links und der 
n ersten Integrale rechts bei hinreichend grolsem n beliebig 
klein wird, d. h. dals die Gleichung besteht: 

X XXX X 

(3) I f(x)dx= luQdx-\' JuidX'j- lu^dX'\ — 1 UndX'\ , 

^\) ^o ^^ ^^ ^^ 

wobei die Reihe rechter Hand in dem Intervalle (Xq, X) gleich- 
mäfsig konvergiert. 

427. Folgesatz über die Differentiation einer .unend- 
liolien Beihe. Der soeben bewiesene Satz enthalt eine Inte- 
grationsregel; indem wir jetzt unser ümkehnmgsprinzip in 
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entgegengesetztem Sinne verwenden, erhalten wir einen Satz 
über die Differentiation einer unendlichen Reihe, welcher ein 
früher bewiesenes Theorem als Spezialfall enthält. Der Satz 
lautet: 

Die Beihe Wq + ^i H" ^ H sei so beschaffen, dafs die 

Beihe ihrer Ahleihmgen Wo'+ %'+ VH" * " * *** ^^^ IntervaMe 
(Xq, X) lauter stetige Summanden hat und dafs sie in ihm gleich- 
mäfsig konvergiert Alsdann ist deren Stimme f{x) die Ableitung 
der Summe f{x) der Beihe % + % + ^2 H • 

Der Satz folgt unmittelbar aus dem vorigen, wenn man 
dort u für u schreibt. Im Falle, dafs Un = Cn- {x — x^'^ ist, 
entsteht eine Potenzreihenentwickelung, für die der schon in 
Nr. 369 erwiesene Satz gilt, der unmittelbar aus dem hier be- 
wiesenen Theoreme folgt. 

428. Beispiele. 1. Man erhält durch Division: 

^4—1 = l—x^ + a^ — x^-\ 

und diese Beihe ist konvergent für alle Werte von Xy deren 
Betrag kleiner ist als 1. Multipliziert man mit dx und inte- 
griert teilweise von x = an, so wird: 

/m8 n»0 m7 

arctang a? = a;— y^-^ — -| 

bei allen Werten von x, deren Betrag kleiner ist als eins. 
Aber die Gleichung besteht auch noch für a? =^ + 1, denn die 
Reihe ist auch für diesen Grenzwert noch konvergent (Bd. I, 
Bemerkung zu Nr. 126). Es ist also: 

4 3 • 5 7 ^ 

2. Nach der Binomialformel ist für alle Werte von x, 
deren Betrag kleiner ist als 1: 

^ 1|l9|l*^4|l*3'*5ß, 

=: = 1 -I X -\ X -J X^ -i- ' ' ' 


yi_a;» 2 "2-4 '2-4.6 

Durch teilweise Integration von a? = an folgt also: 
arc sm x == x -\ • k • • • 

•^•2 3^24 5'2.4-67^ ' 

eine Gleichung, die nicht nur für alle Werte von x zwischen 

Serret, Diff.- u. Integral-BechnTing. n. 2. Aufl. 3 
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— 1 und + 1, sondern auch noch fftr x =* + 1 besteht. Setzt 
man x *» 1^ so folgt: 

2 ' 2 3 '2-4* 6 '2.46* 7 ' 

Auiser den b^den f&r die Zahl s hier aufgestellten Formeln 
lassen sich aus diesen Reihen noch andere rascher konyergente 
bilden. Dals die Zahl x eine irrationale ist, wurde nicht aus 
diesen Summenreihen erkannt, sondern von Lambert mit 
Hilfe einer Kettenbruchentwickelung bewiesen; dala dieselbe 
überhaupt nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten sein ifjm, hat Herr Lindemann 
(Math. Annal. Bd. 20) durch eine Verallgemeinerung des 
Hermiteschen Verfahrens bezüglich der Zahl e gezeigt, und 
damit die Unmöglichkeit der geometrisehen Quadratur des 
Kreises bewiesen. 
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Die Integration bekannter Funktionen. 


429. Ziel der Entwiok^Tuigen dieses Kapitels. Welches 
auch die explicite oder implicite Punktion f{x) der reellen 
Yariabelen x sein mag^ es existiert^ solange sie in einem be- 
stimmten IntervaUe stetig ist, wie wir gesehen haben, immer 
eine stetige Funktion, deren Ableitung f{x) ist imd welche für 
einen gegebenen, diesem IntervaUe angehörigen Wert x^ yon x 
verschwindet. Wir sind übereingekommen, diese Funktion mit 


X 

ß 


f(x) dx 

ZU bezeichnen. Es entsteht nun weiter die Aufgabe, diese 
Funktion womöglich vermittelst der bekannten elementaren 
Funktionen, d. h. der algebraischen, der logariffimischeriy der 
Expanential- oder Kreisfunktionen auszudrücken. Diese Unter- 
Buchung i8t das, was maa im engeren Sinne die Integraäm 
oder die Qtuidratur von f(x) nennt; sie bildet den Inhalt der Ent- 
wickelungen, welche wir zunächst auszuführen haben, die aber 
notwendig nur auf eine kleine Zahl von Fällen sich beschranken. 

§ 1. Integration der rationalen Funl^tlonen. 

480. Ausführung der Integration« Soeben haben wir uns 

die Aufgabe gestellt, die Integrale der „bekannten ^^ Funktionen 

zu studieren und womöglich sefbst auf bekannte Funktionen 

zurückzuführen. Wir behandeln in diesem' Paragraphen zu- 

imchst den einfachsten FaU, daCs der Integrand eine roMoncüe 

Funktion ist. . 

3* 
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Jede rationale Punktion -^7-^ der Variabelen x läfst sich 

(Nr. 385) zerlegen in eine ganze Punktion, welche null wird, 
falls der Quotient ein echt gebrochener ist, und in Partial- 
brüche, deren Zähler konstant .sind, und deren Nenner die 
Potenzen der linearen Binome enthält, welche die Faktoren 
von f{x) bflden. Setzt man 

f(x) = (a; — (jLf{x — iy...{x — OS 
so wird 


(1) 


4. _^_ + _^i_ + . . . 4. V± 
^ (X— hf {X — &/-^ ^ ^ x — b 

+ ,T^ + zr^b=r + ■ • • + '''-' 


/ 


(x — T)^ {x — 0^-^ ' ' a: — i 

Es ist nun: 

ix)f*dx= , + const, 
und wenn (i von 1 verschieden ist: 

während für den Fall (i = 1 


f 


■3 — = l(x — 9) -j- const 


wird. Integriert man also die beiden Seiten der Gleichung (1), 
so folgt: 

(„_1)(<,_«)»-1 („_2) («_«)«-« ■■■ aj-a + ^-iHa;-«; 


(Z— 1) (« — Z)*-^ (Z— 2) (« — J)' 
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Aus dieser Formel folgt der Satz: 

Das Integrai einer rationdien Funktion ist immer dwrch 
algebraische und logarithmische Funktionen da/rsteUba/r. Die ex- 
plidie Darstellung erfordert die Zerlegung dßs Nenners der ge- 
brochenen Funktion in seine Primfaktoren. 

431, Bedingung dafür, daTs das Integral einer rationalen 
Funktion selbst rational ist. Soll das Integral der rationalen 

Funktion -jhr rational sein, so darf die Entwickelung des 

Quotienten in seine Partialbrüche keine Glieder enthalten, 
deren Nenner vom ersten Grade sind. In den Bezeichnungen 
des vorigen Paragraphen sind also diese Bedingungen: 

X_i = 0, 5^-1 = 0, Cy^i = 0... 

Dies erfordert vor allem, dafs das Polynom f(x) keine 
linearen Faktoren in erster Potenz enthält. In Nr. 391 haben 
wir gesehen, dals, wenn man setzt: 

die Koeffizienten Aa—i, Bß—t ... die Werte erhalten: 

/F(x) 
-7^ dx algebraisch, wenn 

g,(«-i) (a) = , ^(/*-i) (&) = , . . . 

sind, mögen nun die Werte der Wurzeln a, 6, c . . . reell oder 
komplex sein. 

Die Anzahl dieser Bedingungsgleichungen ist eben so grofs 
wie die Anzahl der Wurzeln a, b, c . . , l. Ist aber der Grad 
der Funktion F(x) mindestens uin zwei Einheiten kleiner, als 
der von /"(a?), so ist eine dieser Bedingungen in den anderen 
enthalten. Denn bezeichnet man mit m den Grad von f(x) 
und nimmt man an, dafs F(x) höchstens vom Grade m — 2 

ist, so enthält der Quotient -7rr-y keinen ganzen algebraischen 

Bestandteil. Bringt man nun alle Partialbrüche auf den gleichen 

Nenner und vergleicht ihre Summe mit dem Quotienten -ttt, 


38 Zweites Kapitel. 

so sieht man leicht, dals der auf diese Weise gebildete Bruch 
im Zähler die Potenz x^"'^^ multipliziert mit dem Koeffizienten 

enthält. Dieser Koeffizient muis null sein, weil F{x) höchstens 
vom Grade m — 2 ist; also ist 

(a — 1)1 "T" (jJ — 1)! ' f" (X — 1)! ' ^ 

imd sonach ist eine der Bedingungen dafür, dals f -jr\ ^^ 

algebraisch wird, in den anderen enthalten. 

Die vorstehende Gleichung umfafst als besonderen Fall 
die in Nr. 387 gegebene Formel. 

482. Vermeidung der komplexen Zahlen bei der Inte- 
gration. Wenn unter den Wurzeln der Gleichung f(x) = 
etwelche komplex sind, so enthält das Integral Logarithmen 
von komplexen Werten. Man kann diese indessen durch Kreis- 
funktionen ersetzen, wenn man die im 8^^^ Kapitel dieses 
Bandes gegebenen Formeln benutzt. Auf diese Weise erhält 
man ein reelles Resultat, sobald nur die Koeffizienten der 
Polynome F{x) und f{x) reeU sind. Ist dieses der Fall, so 
kann man aber auch nach den Formeln der Nr. 395 des 

ersten Bandes die rationale Funktion -?—- so zerleffen, dafs 

nur reelle Werte in den Partialbrüchen auftreten, und es ist 
leicht, auf Grund dieser neuen Zerlegung die Integration aus- 
zuführen. 

Bei dieser Zerlegung enthält der Quotient -th— aufser 

den Gliedern derselben Form, wüb in Nr. 430, noch andere 
von der Form 

{x^ + px + iT' 

wobei P und Q reelle Konstante sind, und x^ -^ px -\' q^ das 
Produkt zweier linearer Faktoren bedeutet, welche zu zwei 
konjugiert komplexen Wurzeln der Gleichung f{x) = ge- 
hören. EOinsichtlich der ersten Glieder haben wir in Bezug 
auf die Integration dem früher Gesagten nichts hinzuzufügen; 
es handelt sich also nur um die Integrale von der Form: 
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Durch die Substitution 

-—f+V^' 


wird dies Integral gleich 


P J tdt , ^ ^ ^ I dt 


T'ß 



(«-tT"'./ *'■+'>" (»-^T"v "*+ "" 

Da nun <d< -= y<^(^ + 1) **>*> so erhalt man, wenn 
n > 1 ist : 

I =" — 7 + const, 

J (f + 1)* 2 (« - 1) («• + 1)«-1 ^ 

und wenn » = 1 ist: 

Es ist also nur noch das Integral 

r dt . 

zu bestimmen. Führt man im Zähler des Integranden den 
Paktor (t^ + 1) — t^ = 1 ein, so folgt 

/ ' dt ^ / * dt r t^dt 
(«« + ir — j (*» + ir-' J («• + ir * 


Es ist nun 


/ ' t*dt ^ JL /*/ ^^^^ 


und 

^tdt _ , r_ 1 'i 

(*« + ir~ L (n-i)(«v+ir-'J' 

also ergiebt die teilweise Integration: 

dt 


/ * t^dt « 1 1 r_^ 
(f* + 1)** ~ 2 (n — 1) (t« + 1)"-^ "^ 2 (n — 1) J (^« 4. 1) 

Demnach wird 

<2£ 


n— 1 


,-v / * dt ^ I 2n — 3 /'_ 


+ 1) 


n— 1 
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Schreibt man an Stelle von n die Exponenten n — 1 ^ 
n — 2, ... 2, so folgt 

/ dt _^ t , 2n — 6 r dt 

(*• + 1)"- ^ "" 2 (n — 2) (t« + 1)"- * "*" 2 n — 4 J (t« + i)«"^ * 

/'dt 1 t . 1 r dt 1 t . 1 ... . 

(?+l)-«= 2 (?+i)+2j «qn - 2 (7q:i)+ 2 *'^^*^K^+^^^»*- 

Addiert man diese Gleichungen zu (1), nachdem sie mit 

2n— 3 (2 n — 3) (2 n — 6) (2 n — 3) (2 n — 6) ♦ • ■ 3 

2 n — 2 ' (2 n — 2) (2 w — 4) *" ' (2 n — 2) (2 n — 4) • • • 2 

multipliziert sind, so wird: 

^ y (««+ir L2n-2(e«+i)«-i"'"(2n~2)(2n-4)(^i+l)«-2'^"'" 

(2n-3)(2n-6) ..-3 t -] , (2n-3) (2n-5)...3 _^ , , __^ 

••' (2n-~2)(2n-4) :::2<XflJ + (2n^2)(2n-^4)..^2 ^^^^'^8^+^^'^«*' 

Will man also nur reelle Gröfsen in das Integral eines 
rationalen Differentiales mit reellen Koeffizienten einfahren, 
so mufs man sagen, dafs dasselbe durch rationale, logarith- 
mische und qfJdometriscJie Funktionen darstellbar ist. 


§ 2. Integration algebraischer Funktionen dnrch 

bekannte Funktionen« 

438. Der Integrand ist rational in Yax^-b . Wir haben 
die HauptföUe zu untersuchen, bei denen sich eine algebraische 
Funktion durch Änderung der Variabelen in eine rationale ver- 
wandeln läfst. 

Diese Reduktion gelingt unmittelbar, sobald die Funktion 
f(x) eine rationale Funktion von ganzen oder gebrochenen 
Potenzen der Variabelen x ist. Denn bezeichnet man in 
solchem Falle mit m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
der Nenner sämtlicher Exponenten von a;, welche in f(x) vor- 
kommen, so hat man 

ic = ^'», dx = mt^-^dt 
zu setzen, und es wird 

* f(x) dx = mf{i^) f»-i dt 
ein rationales Differential. 
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Dieselbe Transformation bewirkt auch die gewünschte 
Kednktion, wenn allgemeiner f{x) eine rationale Funktion von 
X und Yon gebrochenen Potenzen des Binomes ax -{-J) ist. 
Ist m durch s&mtliche Nenner dieser Exponenten teilbar, und 
setzt man 

' ' a ' a ^ 

so wird durch diese Substitution 

f{x)dx = g)(t)dt 
und g)(t) eine rationale Funktion. 

484. Beispiele. Das Differential 

'-^dx 

i+Yx 

^rd, wenn man 

x = fi, dx = 6fidt 
setzt, gleich: 


^^ät=-6(fi-f-\-fi-\-t'-t-l)dt-\^P^^ + ^ 


Qdt 


ß 


Ü|Sda? = 4a:* — 4ic* +.4^* + 2a?* — 3a?^ — 6^^ 


also ist: 
l±^dx^^f^jf+^i^+2fi-Sfi-^6t+3l(t^+l)+6arcUingt + C, 

und setzt man an Stelle yon t seinen Wert x^: 

+ 3Z(ä;* + 1) + 6 arc tang a?* + C. 

Bemerkung, j/^ und y^ sind vieldeutig; dem ent- 
sprechend ist auch das Integral des gegebenen Differentiales 
Tieldeutig. Beschränkt man sich auf reeUe Werte desselben, 
so ist X positiv zu nehmen, und ist Yx positiv, Yx die reelle 
Wurzel, so entspricht jedem Werte von x ein positiver Wert 
von t Es ist dann für f == a?^ der eine positive reelle Wert 
zu wählen. 

485. Der Integrand ist rational in x und ya-^hx-^-cx^. 
Der Fall, den wir hier zu behandeln haben, wird durch ein 
Differential von der Form 

F{x, X)dx 
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dai^esiellty in welchem X die Quadratwurzel aus einem Tri- 
nome zweiten Grades in x und F(x, X) eine rationale Funktion 
Ton X und X ist. 
Es sei 

X = )/a + Sa? + c^*- 

Das Yorzeiclien der Quadratwurzel ist^ wenn keine nähere 
Bezeichnung augegeben ist, immer positiv gedacht. Wenn der 
KoefBzient c gleich nuU ist, so genügt es, um das DifiFerential 
rational zu machen: 

a -{-hx = t^y dx=^ -^tät 

zu setzen. Wir nehmen also an, dafs c you null verschieden 
ist. Da man aus der Quadratwurzel einen Faktor absondern 
kann, der gleich ist der Quadratwurzel aus dem Betrage von c, 
so können wir auch immer • 


X^ya-i-lx + x^ 

setzen. Die Fälle, dals das Vorzeichen von x^ positiv und 
negativ ist, sind gesondert zu betrachten. 

486; Der Fall c = 1. Es sei zuerst 

Erste Transformation. Um das gegebene Differential 
rational zu machen, kann man X => ^ + ^ setzen, wobei t die 
ueue Yariabele ist; wir wählen zum Beispiel 

X= t — X, 

Erhebt man diese Gleichung zum Quadrat, so folgt: 

- a + hx=^t^ — 2t Xy 

also: 

^-IlT^' ^° *'t« + t" > 1>äx = 2{t-x)dt-2tdx, 
oder 

, _ 2(f-a;) , 2(t'+6t+a) 
"* — 2< + 6 ** (2 1 + hY **'• 

Die Substitution dieser Werte ei^ebt 

Fix,X)dt=:=9(()dt, 
wobei dfiß) eine rationale Funktion von t ist. 
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Zweite Transformation. Man kann auch die Substitution 

X = yä+ ix 

anwenden; sind jedoch a und h reelle Grolsen^ und will man 
die Einftihrung komplexer Werte vermeiden, so ist diese Trans- 
formation nur für den Fall, dafs a positiv ist, zu gebrauchen. 
Erhebt man die Gleichung zum Quadrat, so wird 

also: h + x^2tV^+t*x, 

^_2ty^^ X_*lV^zi±H^, dx^2dty^-\.2txdt-\.t'dx, 

'^''= dx = 2 3^ dt = «O'V^-yi^) dt. 

Die Substitution dieser Weiie liefert ebenfalls 

F(x,X)dx^O(t)dt, 

wobei 0(t) eine rationale Funktion ist. 

Der Zusammenhang zwischen den Yariabelen t und x ist 
ein völlig eindeutiger, sobald das Vorzeichen von X fixiert ist. 

Dritte Transformation. Eine dritte Transformation, welche 
wir noch anzugeben haben, ist reell, wenn die Gleichung 
X^ = reelle Wurzeln hat, was immer der Fall ist, sobald 
a negativ ist. 

Sind dann x^ und x^ die beiden Wurzeln der Gleichung 
X* = 0, so dafs also 

X = y(x — Xq) (x — x^) 

ist, so setzt man, indem t die neue Yariabele bezeichnet, 

X={x — a?^^)^; 
hieraus folgt durch Erhebung zum Quadrat 

also: ^ x^=^{x ^o) ^*; 

ar=5^^, Z = (3j=1^* dx = t^dx + ^t{x — x^dt, 

ax — '—^^—^at (i_^«)« a^ 

und es wird wiederum 

F{x, X)dx=-0(t)dt 

ein rationales Differential. 
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487. Beispiele. 1. Das Differential 

dx dx 

^ ~ ya+bx + X* 

ergiebt nach der ersten Transformation: 

also: 

/ , ^ = ^ ^^ + TT + Va + 6a; + x^\ + const : 
ya + bx+ X* V^2^'^^ ^/^ '. 

nach der zweiten Transformation: 

^- i _IL L_ _L const; 

aj — X + Va ' ' 

nach der dritten Transformation: 

/dx r 2dt ,1 + *, . -gX — x^+X. , 

2. Das Integral 

/ Xdx = / Ya + 6ir + Ä* da; 
wird nach der ersten Transformation: 

b *~T 
Die Grofsen t -{- — und r- sind aber bezüglich gleich 


&» 


'+1 


a? + IT + X und r == — x — -r- + X, also ist: 

' 2 ' I , ^ 2 ' ' 
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Cya + hx + x^dx = y (a;+ |)ya + 6ä; + ic^ 

+ y(^~ t) ^ (^+ Y + y» + 6^ + ^*) + const. 

Es ist indessen auch zu bemerken ^ daXs man das gegebene 
Integral auf dasjenige des ersten Beispieles yermittelst der teil- 
weisen Integration reduzieren kann; denn es wird 

1* /* ^* + Y^ 

I ya-\-bx + x^ dx == xYa +bx + x^ — /-—==== dx. 

Nun ist 

fya + hx + x'dx= f-^^±M±£.dx, 

und addiert man diese Gleichung zu der yorigen^ so folgt: 


ya + bx4'X^dx = xya+hx + x^-+r / ^ ^x 

Das Integral der rechten Seite ist gleich 


b 


(a — ^) f ^^ + A /1_!JL_L_ dx 

^^ _ ^^J ya + hx + x^'^ 2 / ya + hx+x* 

Das erste Integral ist durch das Beispiel 1 berech- 
net ^ und das zweite hat^ wie leicht ersichtlich, den Wert 

— Ya -\-bx -j- x^ . So ergiebt ' sich das bereits gefundene 

Resultat. 

3. Wir betrachten schliefslich noch das Integral 

/ ' (tt + ßx) dx 
ya+bx + x^^ 

das häufig auftritt^ und das sich unmittelbar aus den Bech- 
nungen, die wir zuletzt ausgeführt haben^ ergiebt. Es ist 

(a + ßx)dx ^/ _&jg\ dx (^+2)^^ 

ya+bx+x* ^ ^^ya + bx +x*'^^ ya+ bx + x*' 

und demnach 
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438. Der Fall c »= — 1. Wir untersuchen nun den 
FaU, dafis 

X = ya + hx — a?^ 

ist. Um das Differential F{Xj X) dx auf eine rationale Form 
za bringen, kann man die zweite oder die dritte Transformation 
in Kr. 436 anwenden, wenn a > ist Ist aber a < 0, so mnis 
man sich anf die dritte Transformation beschranken, wenn man 
blols reelle Groüsen einf&hren wilL 

1. Ist a > 0, und setzt mau 

z = y^+ tx, 

so wird, indem man das Quadrat bildet, 

h — x^2iya+t^Xy 


also: 


5 — atj/g 


X = vk±^^^zjiy^^ —dx=2y^dt+ 2txdt+t\dx, 

oder . 

dx — — 2 y^ + *^ dt = — 2 yS + &*~*'T^ g. 

und die Substitution dieser Werte ergiebt: 

F{x, X)dx^0(t)dt, 

wobei 9(t) eine rationale Funktion ist. 

2. Welches auch der Wert der Eonstante a sein mag, wir 
dürfen immer annehmen, dais die Gleichung X' »= reelle 
Wurzeln hat. Denn anderen Falles ist der Wert ron X bei 
allen Werten von x imaginär. Zwar sehlieüsen wir diesen Fall 
aus unserer Untersuchung nicht aus; indessen gehört er, da die 

Funktion X gleich iy — a — 6a? + x* ist, zu dem in Nr. 436 
erledigten. Bezeichnen wir also mit x^ und x^ die Wurzeln 
Ton JP = 0, wobei wir annehmen, dals x^ > Xq ist, so ist 

X^y{x — Xq) (Xi — x). 

Die Transformation ergiebt sich nun, indem man setzt: 

X=^{x — x^t oder x^ — x=*{x — x^ t^y 
also: 
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*^ 

und es wird wiederum 

ein rationales Differential. 

439. Vereinfachungen in besonderen Fällen. Die yer- 
schiedenen Transformationen lassen alle Integrale^ die unter 
die behandelte Form faUen, lösen. Doch ist es nicht immer 
notwendig, sie anzuwenden, es kömien bisweilen andere Trans- 
formationen leichter eine Losung herbeifähren. 

Das Differential 

dx 


Ya -\- hx — x^ 
ist z. B. gleich: 

dx 


und man erkennt leicht, daEs sich dieses auf die elementare 
Form , bringen läfet, wenn man setzt: 

X — — =B ty a + -T-' d^ = dtya + -j-* 
Es wird: 


h 

X — — 


Daraas folgt umnittelbar auch der Wert des Integrales 

J l/a+hx—x* \ ^ fj Va-^hx—x^ J Va+fta;— «* 

Das erste Integral ist soeben bestimmt worden; das zweite 
Iiai den Wert ^_____ 

— ßya-^-lx — x^. 
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4 

440. Der Integrand ist rational in x, Ya + bx und 

Ya' + h'x. Auf eine rationale Form laJjst sich auch das 

Differential 

F{x, Va + 6x, Y(^' + b'^)äx 

bringen^ wenn F eine rationale Funktion der drei Grölsen 

X, ]/a + hXy ")/a'+ b'x bedeutet. Denn dieser Fall kommt auf 
die untersuchten zurück , wenn man 

a-^-b'x^s^t^f x = — Y^ — , dx^^^rptdt 

setzt. Das Differential geht alsdann über in die Form 

0{t, T)dt, 

wobei T die Quadratwurzel aus einem Polynome zweiten Grades 
in ty und <P eine rationale Funktion bezeichnet. 

§ 3. Die elliptischen Integrale. 

441. Definition der elliptischen Integrale. In dem Törigen 
Paragraphen haben wir hauptsachlich die Integrale der Form 
behandelt: 

(1) V=fF{x, X)dx, 

in denen F eine rationale Funktion und X die Quadratwurzel 
aus einem Polynome 2*"** (rrades bedeutete. Sie führten uns 
auf bekannte Funktionen zurück. In diesem Paragraphen wer- 
den wir ebenfalls uns mit Integralen der Form (1) beschäftigen. 
Es soll aber X die Quadratwurzel aus einem Polynome 3*®^ 
oder 4**^ Grades bedeuten. In diesem Falle nennen wir V mit 
Legendre ein elliptisches Integral. Ein solches laist sich im 
Allgemeinen nicht mehr auf bekannte Funktionen zurückführen^ 
sondern definiert ^eine neue Transcendente. 
Es sei 

{2) x=Y^ + ß^ + y^ + ^^+ ^^\ 

man darf dabei annehmen^ dals das Polynom unter der Wurzel 
keine vielfachen linearen Faktoren hat^ denn sonst würde das 
Integral V zu der früheren Blasse (Nr. 433—439) gehören, 
xmd es lielse sich lediglich durch rationale, logarithmische und 
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cyklometrische Funktionen darstellen. Aach sollen natürlich 
die beiden Koeffizienten s und d nicht zugleich nuU sein, da- 
gegen kann e = sein. 

Es handelt sich zunächst darum zu untersuchen, ob sich 
die Form des Integranden vereinfachen lafet. ' Wir woUen be- 
weisen, dafs sich das Integral, wenn die Konstanten desselben 
samtlich reell sind, immer yermittelst einer linearen und reellen 
Substitution 

(3) x=^-±^f 

auf die Form bringen läfet: 

r=ßl>(t, T)dt, 

TTobei T eine Wurzel von der Form: 

ist, l und ft reelle Konstante und O eine rationale Funktion 
von t und T bezeichnen. 

442. Beduktion der Quadratwurzel auf eine einfachere 
Perm, wenn der Badikand vom 4^*^ Grade ist. Wir nehmen 
zuerst an, daJs s nicht null ist. Das Polynom unter der 
Wurzel kann immer in zwei reelle Faktoren 2*®° Grades zerlegt 
werden, und folglich kann man schreiben: 


(4) X=y(f- 2gx + a?){f- 2g'x + x^)b. 

Vermittelst der in Gleichung (3) angegebenen Substitu- 
tion wird 

2-0 12 F—2Gt + Ht^ 

f-2gx+x' __n^ ^ 

wenn man die Bezeichnungen einfährt: 

F^f-2gp+p^ F'^f—2cfp+p', 

(5) G f+9{v + q)—pa, &' r + /(!> + 2) -M' 

H=f-2gq + q\ H'=f-2cfq + CL*. 

Setzt man nun weiter: 


(6) ^-l/+(|-¥' + '*)(ff-¥^' + '')' 

Serret, Biff.- u. Integral-Bechnang. n. 3. Aufl. 4 
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P^ Yorzie^hesL + ist 4^i iso za wü^n, i;^ ^ Pro- 
dukt jiMP' jvositiy lirird, Djie FQn»4 (3) ^Wjfei* /»bfw: weh 

und demnach wird das Differential d V durch diese Substitution 
gleich 

dr=9{t,r)dt', 

<P bedeutet eine rationale ^un]ktiQn Ton t und T. 

Nun haben wir aber zwei noch unbestimmte Zahlen p 
und q eingeführt, über welche wir derart yerfögen können, 
daCs die ungeraden Potenzen yon t miter der Wurzel in der 
QJeidtwpg (6) ye?^cl^?^ii?4ei^. D^^ geBiiägt ,es ö^ == ui^^ 
6r' = zu setzen, d. h. 

Hieraus fq!^ 
(10) ^ ^ 

^^ 9 — 9 
femer: 


(11) j, g^ »^y-t-r-«g»')'-*y-g')(r-/«) 

Abgesehen toh dem Falle ^ = g\ auf welchen wir gleich 
noch zurückkoBimen werden, erkennt man, dais die Gleichung (11) 
zusammen mit der ßisten Gleichung (10) die Koeffizienten p 
und q der linearen gebrochenen ßubsjütu^tion be^twijat, J^un 
hat man noch zu beweisen, daJs diese Koeffizienten stets reell 
gemacht werden können. 

Es seien mit a, b, Cy d die yier Wurzeln der Gleichung 
X^ ss= bezeichnet und es werde f= ab, g = ^ "T , /^= cdy 

g= g gesetzt. Führt man diese Werte von f, f, g, g' 
in den Ausdruck für p — q ein, so erl^i^nnt n^aiv, dals die 
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^Pßfy^ ViiJter 4^ Winkel für ß s»? /p, odeipr a fF= ^ «ätt4 ejbkenso 


P^q^^r ;, + 5_^_^ - 

wird. Sind die yier Wurzeln reell, so setze man 

Ä> 6> c> d. 

Sind zwei Wurzeln reell und zwei ko^ijv^ert komplex, 
so nehme man für a und b die beiden reellen Wurzeln; dann 
sind die beiden JPaktfor^ arrrrc um} a—^d konjugiert und 
liefern ein reelles Produkt; ebenso b — c und b — d. 

Sind die ^e^ Wu|::^ln koinjple:i:^ so i^j^^ß man a und b 
als zwei konjugierte, ebenso c und d. Alsdann sind die bei- 
des F^kiorm a =^ <5 mA h^d koiji^pcrfc, wd eb^i#o a^^d 

JB^r iJm F#U tff =^ ^' ^n* «lai» iügi iroiigi^egto PjroJWte» 

x^g + t 

s«^zt. ^idieCsIieh bemeiisen wif «odb/ dafs «m 4ien beiden 
Gleichungen (7) und (8) durch Division folgt« 

dx dt 

w«i»ei r «ine bestimmte Konstant;« ist. 

443. ^niiBprecJ^e^de Be$l¥|^ioiL^ "W^nn. ißx Jb^^JikAXi^ 
vom B^^ Grade ißt. Wir haben noch den Fall a = zu 
untersuchen. Das Polynom unter der Wurzel X läftt sich in 
9wei reelle Fai^or<^ zerl«)ge»; Y4»n deneia d^r ^eiue irom erstoi^ 
der andere vom zweiten Grade ist. Es ist 


X = y- ${a ^ x) (f-2gx + a^) , 
und dxirch die ßukstitution (8) wird: 

'*—"'— l+( - (1+«)' . ~ (1 + «)* 


- „ ,2 F-2Gt + Et* 
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F, G, H haben die in den Gleichungen (5) angegebenen Werte. 
Die Gleichungen (6) und (7) bestehen also auch in diesem 
Falle, wenn man — d an Stelle von b schreibt, und die erste 
Potenz von t verschwindet aus jedem Faktor unter der Wurzel, 
wenn man 6r = und O' =0 setzt; d. h. 


a — p 


= 1, —f+9{p+q)—M = ^' 


Hieraus folgt: 

P-±l = a, Pi = 2ga—f, 
und 

^ = ya* - 2ga + /• = ■)/(« - 6) (a - c), 

wenn h und c die Wurzeln des Trinomes x^ -^ 2gx + f sind. 
Sind h und c reell, so hat man für a die grofste oder die 
kleinste der drei Wurzeln von X* = zu wählen. Sind h 
und c komplex, so ist das Produkt der konjugierten Faktoren 
a — h, a — c positiv. 

444. Beduktion des Integranden. Die rationale Funktion 
0{t, T) kann in der Form 

M + Nt 

dargestellt werden, wobei Jf, ^, Jf' , N ganze Funktionen 
von i^ und T sind. Multipliziert man Zähler und Nenner 
dieses Quotienten mit M! — li'ty so erhält er die Form 

wobei P und Q rationale FunMionen von fi und T sind. 
Also ist 

r=fPdt'^fQtdt, 

Setzt man nun ^=m, 2tdt = du, so wird das Glied 
jQtdt gleich \l QdUy wobei Q eine rationale Funktion von 
u und der Quadratwurzel aus einem Trinome zweiten Grades in 
u ist. Demnach ist j Qtdt durch algebraische, logarithmische 
und cyklometrische Funktionen von t und T darstellbar. 
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Das Integral f Pflt ist von der Form 

rM+NT ,. , I '^'^'T .. 

wobei Jf, N, Jf' , N' ganze Funktionen von t^ sind. 

Multipliziert man Zahler und Nenner des Integranden mit 

SO wird 

fpdt=fw(t')dt+fo(fi)^, 

wobei 0(t^) und W(t^) rationale Funktionen von t^ sind. Das 

Integral IW(t^)dt ist ein rationales^ und folglich durch 

algebraische^ logarithmische und cyklometrische Funktion aus- 
drückbar. Wenn man also 

setzt, so können wir sagen: 

Jedes eUiptische Integral ist gleich einer Summe heka/nnter 
Funktionen plus einem elliptischen Integrale der besonderen Form: 

445. Normalform des Badikanden. Das vorgelegte Problem 
ist also auf die Untersuchung des Integrales 


u^-ßit»)^ 


zurückgeführt, wobei q>{t^) eine rationale Funktion von t^ 
bedeutet, und T eine Wurzel, welche eine der fünf Formen 
haben kann: 

(1) T^y+{t'-i'){t*-ii') 


(2) T=y— (f — i') (<«— ft«) 


(3) T = y+ («« + A») (<«- (i') 


(4) T = l/- (<« + A») (<»- ft») 

(5) T =YT(t^TWFf7) 


l und II sind reelle K<mstaiite. Dsn ffüy daü» 

ist^ schlieüsen wii" deshalb ans^ weil ünh eiA bei allen reellen 
Werten von t imagin^er Wert von U entspricht; übrigens 

kommt derselbe durch Absonderung des Faktors i = Y — 1 
auf den fünften ^b31 zurück. 

in i^^ fittif tSäeri, WeMe wir zu ünteräücien baben, 
kann die Wurzel auf die fiämUclfe Form gebracht werden 
durch eine Änderung der Yariabelen. Die gemeinsame Form, 
welche wir wählen, ist keineswegs die einzig mögliche; sie 
ist jedoch in fiiänch^r Hinsic&t <fie geeignetste und die am 
häufigBten «»^wandte. 

1. Im ersten Falle nehmen wir, was statthaft ist, A^< ft^ 

an, xmd setzen ., 

i-, ^ t» 

Damit die Wurzel T reell bleibt, mufs 
sein. Wenn t^ < A* ist, so setzen wir 

dasselbe ist, von bis -^1. Es wird: 
also: 

di i dx 

j g Lf StIKt ' " " f I U l i I . ■ I ■ I I ■ I j I » I 7 ». 

Ist ^ > (i^j so setzi jt^ki 

X ^ x^ ^ 

und es durchläuft x bei wachsenden Werten von t die Werte 
von 1 bis 0; es folgt 

2. Aach' in (fem- jl#eileii F*Ile' kÖBA^tt wir amiehmeiiy 
dafe X* < (t* ist; wür seteen 
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Es mulfl, damit T reefl M, P twisthen A* trtid pt* bleiben. 
Die Bidhltituiion 

«rgiebt: 
folglich: 


/a« _ _ ^ /• ^^ 


Wenn ^* die Werte von A* bis fi* durchläuft, so gielft o?* 
von 1 bis 0. 

3. Im dritten Falle ei^ordert die Bealitat von T, dafs 
^* > u* ist. Wir setzen 


und führen die Substitution ein 

aus weldier folgt: 

d* . k dx 

Wiederum gehöVen, wSlirend ? d^ais Intervall von fi^ bis 
tl9toij(flibh duifOhlftuA, :itt x* ^ Werte tön bils t. 

4. Im vierten Fälle muls <* < fi^ sein. Wir setzen 
femer: 




/at_ Ä? / * . . dx ^ 

a^ durchläuft, wätrenrf t^ von bis (i^ wäctst, das Intervall 
von 1 bi» 0. 

5. lütf ftiiftett Falle i«t 4fe Wufael i? btei dl^ r^eVkA 
Werten röft! ^ feell; wii< ftehaÄ^ii l^<f^ ää ütad detBeai: 

— jr- =^ • 
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Femer wenden wir die Substitution an: 


x^ 


und erhalten: 


(1 — x^ 


<* = A«^£^, dt^-^^^,. T=i,^^-_^, 


/dt_}^ r dx 
T~ i^J y{i-x*){i-k^x^' 

0^ durcMäufit das Intervall von bis 1. 

Wir können das bisher Gewonnene in den Satz zusammen- 
fassen: 

Dwrch eine Subsäiwtion der Form: 

g_ a + ßx* 

^ — y + 9x^^ 

in der a, ß, y, d reeUe Konstante bedeuten, kann man immer 
f -ji auf die Normalform bringen: 

/dt ^ Cdx 

in tveleher C eine KonsUmte bed&ttet ur^d 

X = l/(1— a;«)(l — ÄV) 

■ 

^u setzen ist Ddbei ist Jc^ eine positive Zahl zwischen und 1^ 

/dx 
-y genannt wird. 

Verbinden wir dieses Resultat mit dem in Nr. 444 er- 
haltenen Ergebnisse^ so erkennen wir: 
Verrnöge einer Substitution der Form: 

y + 9x* 

reduziert sich jedes elliptische Integral auf eine Summe bekannter 
Funktionen plus einem Integrale: 

dx 


ß 


in dem X die eben angegebene Bedeutung hol. 

446. Die Normalintegrale erster und zweiter Gtattung. 

Die Funktion f{x^) kann zerlegt werden in eine ganze Funktion 
und in Partialbrüche, deren Zähler konstant und deren Nenner 
gleich einer ganzen Potenz eines Binomes ist, welches durch 
Addition von x^ und einer Kanstanten entsteht. Ist diese 
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Konstante null, so reduziert sich der entsprechende Partial- 
bruch auf das Produkt einer Eonstanten mit einer ganzen und 
negativen Potenz von x^. Mithin ist jedes Glied der Funktion 
f{x^) entweder von der Form x^t^^ oder von der Form 

, wenn man von dem Koeffizienten absieht, und 

(1 + nxy ' ' 

mit n eine Eonstante, mit /li und v ganze Zahlen bezeichnet, 
von denen die erste auch null oder negativ sein kann. Setzt 
mian also 

SO ist das Integral U eine Summe von Gliedern, die sich aus 
Y^ und Zv, multipliziert mit Eonstanten, zusammensetzt. Es 
sind also diese Funktionen zu untersuchen. 

Wir betrachten zuerst die Integrale I^. Es ist 

Z2 = (l— ic«)(l — äV), 
also: 

Multipliziert man diese Gleichung mit ^ — und bildet 

man auf jeder Seite das Integral, so folgt : 

2*2 r^ - (1 + Ä^) r^-i =fx'^-^ g dx. 

Die teilweise Integration ergiebt: 

fx^f*-^ ^dx = x^f'-^ X—(2fL — 8)fxx^f^-^dx. 

Andererseits ist 

= r^_, - (1 + Je') r^_i + h^ T^. 

Demnach erhält man: 

(2)1 oder: 

\(2ii-l)k^T^-(2iL-2)(l+k') r^_i+(2p-3) r^_2=a^''-''X. 

Eine Konstante fügen wir auf der rechten Seite nicht hinzu, 
weil jedes der Integrale T), eine willkürliche Konstante enthält. 
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AvaSh ist z^ h^m^ifk!6i^^ daüs dielüf die Cßeichung (^ ^(M^h lüi>2ey 
i^tdeileif K&t, indeiä tfM& das IKff^fcfAticä t<Mfk a;^/^-s'2 biMö«^ 
tüätf dMiÄ dttdselber iitlegVie^; es ii^ ind^s^Mä def IV&g,- l^et^li^ 
^r ^ing^cUh^eii btfbeH^ ein Hißbar änüljiß^^eip. 

SetKt Bäan hob in der Gleidiung /t = 2^ 3^ 4 . . ., so kann 

man nach einander 

^i^y ^ y ^^ • • • 

als f'unktiM yoft Fo, F^ Md Vetf i^bi^iiiüeh^ F^o^oneö' 
bestimmen. 

Setzt man (i = l, so erhält man TLi als Funktion yon 
Tq und Fl und voW algebraischen öröfeen; sietzt man endlich 
p — O, -^ 1, — 2,- -^ 8 . . ./ 96^ Befoil^die äSti£^tdto öteio^ung 
die Wertö^^ t<!^Ä ^ ^- ^ 

als Funktionen von Yq und I^ ^ und yon algebraischen Funktionen. 
Demnach f&hrt die Untersuchung der Integrale Tf^ nur auf 
die neuen elementaren Funktionen Yq und F^, von denen Y^ 
das Normalint^rfd erster Gattung, I^ date Normalintegral 
zweiter Gattung heilst. 

4^. £nt>«7ick0!rttngf döf dlij^tl^olt^ ^ölM^ftBiktö^ale 
erster und zweiter Chskttoogf äitöfit^ F^^titt^^dA ddif li6<ftäi#. 

Mit Hilfe des Satzes der Nr.. 426 können wir die elliptischen 
Integrale nach Potenzen des Hoduls h^ entwickeln. Wir be- 
trachten zuerst das Normolfirkegrai erster Gattimg: 

/ . _dx 



Nach der Binomialformel ist: 

yi — k^x^ 2 '24 '24-6 • 

und diese Reihe konvergiert gteichm'afsig (Nr. 364), so lange 
|Äa;|<l ist. Multipliziert man dieselbe mit und 

integriert alsdann von x = an, so ergiebt sich die nach 
Nr. 426 ebenfalls fiir | Aa; |. < 1 gleichmäfsig konvergente Beihe : 

yr:^^ yi - vx^ Jyi-a?«"^2 /yr=r^«'^2.4 J yjzr^i 


+ 
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Efeeftsor wird för das elliptische Normalintegral zweiter 
6a#Eang 

X » 9^ n 

dx r x^dx I 1 T.2 r x^dx I 1 • S T4 r ix^^dx 


+ 





Jedes der Integrale , welches in diesen bei<ien Gleichungen 
vbAommt, käiii äÄ6h deü Methoden der ]^r. 435 ff. bestfäurfk 
werden. Übrigens findet man leicht direkt durch tälweise 
Integration die i^örmrf: 




Setzt maö hierin der llCeihe nach ^ =» 2^^ 4^ 6^ . . ., so 
findet man die Werte der Koeffizienten unserer Beihen alle 

/*' dx 
- , welches den Wert 



arc sin x hat. Die in den Gleichungen enthaltenen Beihen 
sind sehr rasch konvergente, Wenn Je ein kleiner Bruch ist. 
W^ia aloter Je ni» Wenig vol^ I untei^chieden ist, so ist es 
notwendig, andere Entwickelungen anzuwenden. 

448. Pas Normalintegral dritter Gattnng. Wir be- 
stimmfen nun die Funktion Z^. Der Iudex v ist hiefbei eiöe 
ganze positive Zahl. Es ist indessen zu bemerken, dafe, wenn 
man demselben negative Werte beilegt^ die entsprechenden 
Funktionen Zy Summen von Funktionen F^ sind; demnach 
lass^ diese sicÄ durch die Funktionen I^, Fj uiid durch 
algiebralisch^ Funktion^ diirstellen. Es i^t 

Z«. ^f(l±^ dx^Y^ + vn Fl + ... . + n^% + G. 

Um mm für Z^ 6tn% ähnKctie'Bediifaiönteföirtiiel, wie vt>t- 
hin zu gewiimen, kann man die teilweise Integration an- 
wenden^ rascher jedoch kommt man folgendermaßen zum 
Ziele. Wir differentiieren die Funktion 

x^ 

(1 + nx^^''^ 
und erhalten: 


I 
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l(l + nx*f-^J 


_ (1 + nx*f 


,_3)X.-.^^(a 


(2t -3) 


2 dx 


(1 + nx^ 


r—l 


dx 
X 


Ordnet man nun die Polynome JP und — ^. nach 

Potenzen von (1 + nx*)^ so findet man: 

^_ in+lHn + Jc^ _ n+ (n + 2) t« ^^ ^ ^^^ _^^^ ^^_^^^,^ 

und setzt man: 


(3) 




i» 


D = (2v-5)^,, 


SO erhalt man nach den yorigen Formeln: 

d[ ^ -1 = AdZ^ — BdZ^^i + CdZ^^^ — DdZ^^^. 

also durch Integration: 

(4) AZ, — BZr-i + CZr-2 — DZ^-s = 


xX 


{1 + nxy-^ 

Der Koeffizient Ä ist null in den beiden Fallen n = — 1 
und n = — Ä* ; alsdann wird 

B= — (2v — S)(l — 1c^) bezw. B = + (2v — i)^-^- 

B ist also nicht null, weil Jc^ kleiner als 1 ist. Die 
Gleichung (4) reduziert sich also bei diesen Werten von n 
auf die Form: 
(5) - BZ,-x + CZ,_, - DZ,_, = ^~^r, 

und giebt man dem Exponenten v die Werte 2, 3, 4 . . ., so 
bestimmt diese Gleichung nach einander die Werte von 

durch algebraische Funktionen und der Integrale Z^ und Z_i , 
oder auch der Integrale Fq und Y^, weil 
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ist. Also fahrt in allen Fällen, wo 1 + wa;* gleich einem der 
beiden Faktoren von X^ ist, die Untersuchung der Funktion 
Zy ZU keiner neuen analytischen Funktion. 

Nimmt man aber an, dafs n weder gleich — 1 noch auch 
gleich — P ist, so ist A nicht null, aufser für v = \. öiebt 
man dem Exponenten v die Werte 2, 3, 4 . . ., so bestimmt 
die Gleichung (4) nach einander 

als Funktionen von Z^, Z^, Z_i und von algebraischen Aus- 
drücken. Die Integrale Zq und Z—i lassen sich aber, wie wir 
sahen, durch Yq und F^ darstellen. Mithin führt die Unter- 
suchung der Funktionen Z^ nur auf das eine neue Element Z^, 
welches das Normalintegral dritter GaMung genannt wird. 

Als Resultat unserer Betrachtungen ergiebt sich also, 
dafs das Integral des vorgelegten DiflFerentiales sich vermittelst 
der bereits bekannten elementaren Funktionen und der Inte- 
grale darstellen läfst, welche zu den drei Arten gehören: 

•^0? ^if Z^. 
Diese drei Integrale F^, F^, Z^ bilden in der That drei 
neue analytische Elemente, welche im allgemeinen Falle nicht 
auf einander und nicht auf die früheren elementaren Funktionen 
reduzibel sind, wie sich aus weiter gehenden Untersuchungen 
der Eigenschaften dieser Funktionen ergiebt, worauf hier nicht 
eingegangen werden kann. 

449. Zusammenstellung der erhaltenen Resultate. Die 
drei mit Y^^ F^, Z^ bezeichneten Normalintegrale sollen derart 
bestimmt werden, dafs sie zugleich mit x verschwinden; nennen 
wir sie alsdann u, v, w und ist x eine Variabele zwischen 
und 1, so wird 

(* dx 

u 


= f . ' 


') (1 — k*x^ ' 
ö 

X 


'S 


x*dx 


y(l — x^) (1 — k^x") ' 



X 

dx 
w = 


-/ 


(1 + nx^) ]/(l — X*) (1 — Ä*ÄJ«) 
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Die Funktionen xler ersten xg^d ^i^eitMi QMung enthalten 
ei^ ]^onsta]Qte Je, kjeijaer «Is mks, wgUciie, wie bereits e/c- 
Wßbat^ 4er Moänd geqmnt wjird. Die Fonktiojpi 4er (bit^ 
Gattung enthält aul^r ^M Modql Je 9X>ch eine .fuidere Koa- 
stmte n, welche 4er Pg^rgmeter bleust. Wir hs^ex^ gei^ßhen^ 
^ßSsj w^m der PpiraDa^tßr ;]|» .entj^e4er gleicti — 1, oA&r fß/^ißk 
— h^ iait; die Funkition dritji^r ^ttung dureh die beidegi;! «r^jl^w 
Funktionen und durch algebraj/^pli^ Gröfsexi d^rsteUb^r i^. £s 
wird für den Fall n = — 1 nach der vGleichung (5) in Nr. 448: 

und für den Fall n = — h^ 


wiß v^W sich jleiciht ^ueh 4areh Piffe;L*e^ti^tjlon therj^eqge^ Ifmn, 

450. GrenzfaU, djaSs der Modul verachwindet. Pie 

elliptischen Integrale reduzieren sich auf cjUometrische oder 

logarithmische und algebraische FunlM^ionen in den Gren^^fSllen^ 

wo der Modul gleich null oder gleich eins wird. Für den Fall 

Ä = ist 

/ dx 


X 




dx 

w 


-I 


{l+nx^y^ — x* 



Die erste Gleichung ergiebt u = arc siji x. In den Funk- 
tionen V und w kann man die Differ^itia^e ^.uf eine rationale 
Form bringen nach der Methode der Nr. 435 ff. Man kann 
indessen auch in folgender Weise vorgehen. Die teilweise 
Integration giebt: 
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mä. bMet fli#n dS« If^eg/^ denirt, 4#i*s ei^i^ für ^o? = ver- 
schwinden^ so wird 



Bas Integrai auf der reehten Seite iet gl^eh u — v; 
aise ifit 

V = — \x yi — a?* + 1 ^^ sin x. 

Das Differential rfw wird rational durch die Substitution 

* • 

X 


t^ 


1/1 — a;« 
Es ist dann: 

t j dt 

X = ') , dx = 


und folgljich: 

, dt d arc tang(< V 1 -f- ») 

also : 

1 , xV\.-\-n 

p) = ■ ■ are tanff / '. . • 

Der Pßi^ipiBter ;i ^^jk als pcjell ygrau^sgesetet. Für den 
Fall, dafs 1 + w negativ ist, kann man die Formel von dem 
imaginären W^rte befreien, indeni ij^an an Stelle des Bj-eis- 
bogens Logarithmen einführt. Man kann alsdann schreiben: 

dt^ 1 / dt j_ dt \ 


also: 


2y— 1 — w 1— ey— 1 — w 2y— 1 — n Vyi— «•— rcy— l— n/ 

Die verstehenden Ausdocke für w werden illusorisch, 

wenn w == — 1 ist. In diesem Falle verschwinden Zähler und 

Nenner d^s Bjn^ches 

arc tapg * yi^-w 

yi+n 

uiid num «rhUt 

yr=^ 
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45L Grensfall, dafs der Modul gleich 1 ist. Für den 
PaU i^=l wird: 

/ dx _ r x^dx _ r dx 

r=r?' ^—Jl — x*' ^ —J (l + nx'){l — x')' 



Die Differentiale der Funktionen u, v, w sind also jetzt 
rationaL Wendet man die Begel der Nr. 430 an^ so findet man 


1 r dx . 1 r dx 7 1 A 


— X 


Femer ist du — dv = dx, also 


Endlich ist 


X 

X. 

X 


1 


(1 + nx^ il—x*) 1 + n \1 + 
und folglich: 


?_ /_J!L_ + _J_\ 

1 + n U 4- nx* '^ X — xV' 


X iU » 

1 f* ndx j, 1 f* dx 1 r ndx j, u 

— r+wj l+na?« "f" 1-hnJ 1— rc« ~ l+wj l+"np ' 1 + n * 



Ist w positiv, so wird, indem man irj/n = t setzt: 
/r^^ = y^JlTt^ = V^arctang ^ 




also: 


Ist aber w negativ, so setzt man xy — n = t und erhält: 



i+w r 1— ä; 1 + w )/i_ajyir:s 

Um den Wert von w für den Fall n = — 1 zu erhalten, 
kann man den Grenzwert dieses Ausdruckes, welcher die Form 
oo — cx) erhält, bestimmen, oder direkt 
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berechnen. Es wird 





X 

/dx 
(1 - *')• 


« 

452. Die elliptisclien Funktionen. Die drei elliptischen 
Integrale u^ v, w erhalten eine besonders einfache Form^ wenn 
man den Winkel einfahrt ^ dessen Sinus die unabhängige 
Variabele x ist. Setzt man 


Ä? =» sin ^p , yi OD^ a» 60S ^ , 

und bezeichnet man ferner )/i — h^ sin* 9 mit A(py &o wird: 
' u= 1^ v= /«in'y^y w;=/ ^ 

J A9»' J Atp ' J (1 +nsin^<p) Afp 


00 

Betrachten wir insbesondere das Integral der ersten Oot- 

2 


tung. Durchläuft tp das IntervaU von bis ^, so durchläuft u 


n 

Y 


Mchftus. w^Usend das IntervaU Ton bis j g = K. Der 



Winkel 9 wird die Am^lit\jide von w genannt und 

fp = amu 
geschrieben. Es ist folglich: 


0^ = sin am««, ]/! — x^ = cosamu, |/l — k^x^^Aamu. 

Bidker ist die Variabele u als Funktion von x betrachtet 
worden. Wemt nmn nun aber u als unabhängige Variabele 
ansieht, zunächst beschränkt auf das Intervall von bis K, 

so werden x, |/l — x^, }/! — k^x^^ oder was dasselbe besagt, 
sin am«*, cos am w, A am m Funktionen von u. Diese Funk- 
tionen, auf welche wir später noch zurückkonmien werden, 
heifsen jetzt die elliptischen Funktionen, Sie stehen zu den 
Integralen, aus welchen sie abgeleitet sind, in derselben Be- 
ziehung wie die goniometrischen Funktionen sin u , cos u zu 
den iaversen Funktionen arc sin x, arc cos x. 

Serret, Diff.- u. Integral -Bechnuug. IL 2. Aufl. 5 
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Nimmt man u zur nnabhangigen Yariabelen^ so erhalten 
die elliptischen Integrale der zweiten and dritten Gattung^ weil 

^ = du ist, die Form 

u u 

du 


V = I shi^ smudu. w=i:r—, . 

j/ Jl + nsi 


sin' am u 


% 4. Integratfon liekannter Transcendenten. 

463. Einige einfache Falle, in denen der Integrand 
algebraisch gemacht werden kann. Wenn ein transcendentes 
Differential, dessen Integral za bestimmen ist, dnrch eine 
Snbstitntion anf eine algebraische Form gebracht werden kann, 
so ist es im Allgemeinen zweckmaJsig, diese Reduktion aus- 
zuführen. Wenn also f eine algebraische Funktion bezeichnet, 
so werden die Integrale: 

J f(sva. x) cos X dx, J /"(cos x) siaxdx, J fitsngx) ^^ , 

/» drc /* dx 
/•(arcsma;)^^^^., J/-(arctanga;)j^j^., 

auf Integrale algebraischer Differentiale gebracht, indem man setzt : 
t = ^*^ Ix^ sin :r , cos x, tang Xy arc sin x, arc tang a;, . . . 

454. Ein allgemeiner Satz. Es sei eine transcendente 
Funktion der Variabelen x, und X irgend eine Funktion der- 
selben Yariabelen. Bedeutet nun n eine positive ganze Zahl 
und kann man die Reihe yon Funktionen bestimmen: 

deren Ableitungen bezüglich gleich sind 

■^ -^ dz -^ dz 

^' ^^di^'"^di^ 

so kann man auch das Integral 

fx^^dx 
ausfahren. Denn die teilweise Integration ergiebt die Gleichungen: 
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fxn^dx = /V § <^a; = ^i«" — nfx^g'-^ ^ dx , 
fx,^-^I^Jx=^f^-^^dx^X,^-^-{n-l)fx,^-^'/^dx, 




yx(_i;s»-+i ^ dx = A"-'- 

— (n — » + 1) fXiSS^'p^dx, 
und hieraus folgt: «^ "''' 

/ X;e»rfa; == X^e" — nX^ü^^ + »(» — 1)X,««-» . . . 

(1) I + (— l)'-*»(w— 1) • • • (m — 1 + 2) X.-«"-+i 

+ (-iyn(«— l)--(n-i+l)rZ,;?"-j^rfa;. . 

Ist ro eine ganze positiye Zahl, wie angenommen wurde, 
so mache man schlielslich i ^ n, und es folgt: 

i rXii'dx = X^e^—nX^e^^ + n(n — r)Xgis^' -\ 

I +(-1)»m(«-1).-.1Z„+i + C, 

womit der Satz bewiesen ist. 

455. Beispiele. 1. Wir betrachten das Integral: 
wobei n eine ganze positive Zahl bedeutet. Hier ist 


dz 


und es wird 


z=^lx, j- = — , Z = ir"»-i, 

' dx X ' ' 


jn 


also: 


(3) 


«.". 7«»» /«?» 

^ w' ^ W*^ ^ W^ 


Cx'^-^Qxydx 


Schreibt man e*, a;, e^rfa; an Stelle von x^ Ix, dx^ so 
ergiebt diese Gleichung: 

Cf^'^x'^dx 

6* 


(4) 
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Dieses Resultat unterscheidet sich nur der Form nach 
von dem in Nr. 417 gewonnenen. 

2. In dem Integrale: 

I (arc sin x)^ dx^ 

wobei n eine ganze positive Zahl ist^ wird 

dz 1 -ir 1 

t^wrcm^x, j^ = -^^=^., X=l, 
und man kann demnach setzen: 


(5) 


wonach dieselben Werte periodisch wiederkehren. Es ist also 

/(arc sin xY dx=^x [(arc sin xy — n{n — 1) (arc sin a?)*""* -\ ] 

+yi— a?* [n(arcsina;)*^^— w(n— 1) (w— 2) (aresin xY"^ -\ ] +C 

Schreibt man hier x, ßinx, cosa?, an Stelle von arc sin a;, 
X, "j/l — a^ySO folgt 

[ Ix"* cos xdx = sinxloc"^ — n(n — 1) a;""~' -| ] 

(6) {«^ 

+ cos xlnx""-^ — w (w ^ 1) (w — 2)x''-^ -j ] + C^- 

456. Auswertung von Integralen mit Hilfe der Glei- 
chung e** = cos x-j-i sin X, Wir kehren zu der Gleichung (4) 
zurück. Die Differentiale der beiden Seiten in dieser Gleichung 
sind einander identisch gleich, was auch der Wert der Kon- 
stanten m sein mag, und diese Identität wird nicht gestört, 
auch wenn man diese Konstante als komplex annimmt. Setzt 
man also w == a + f 6, so folgt: 

Wird nun e(«+»*)« durch seinen Wert 

c"* (cos fea; + i sin bx) 

ersetzt, und werden alsdann die reellen und die imaginären 
Bestandteile auf beiden Seiten einander gleichgesetzt, so er- 
hält man die Werte der beiden Integrale 
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ix'^ef^eoeixdx and jx^ff^' smhxdx 

fQr den Fall; dafs n eine ganze positive Zahl ist. Seist man 

a -j- ife = p (cos a + i sin a), 
so erhält man: 

f a;»«**co8&irrfa; «e**[-a:*cos(fra:~a)— ^a?»~^ eo8(4a:-~2a) •• • 

••• + (- l)*-^sin(6a:- w+Ta)] + C. 

/ a?"e"* sin fticda; = e** [-a?*sin(fea;-- a) — ^a;*-* sin (6a; — 2a) • • • 

••• + (- l)"^8in(6a;-Mn:a)]+C7. 
Der Fall w = ist wichtig zu bemerken; es ist 


oder: 




e«' cos hx dx *= — ef^' cos (l)x — a) + C, 


e«* sin feajrfa; = — e"* sin (Ja; — a) + C, 




Diese beiden Formeln erhält man auch direkt , wenn man 
die beiden Differentiale c** cos hx dx und e"* sin hx dx teil- 
weise integriert. Detin auf diese Weise gewinnt man zwei 
Gleichungen zwischen diesen Integralen^ aus denen man die 
^gewonnenen Ausdrücke herleiten kann. 

457. Von der Reduktion der Integrale durch teilweise 
IntegMtion. Die Methode der Nr. 454 und allgemeiner noch 
das Verfahren der teilweisen Integration lassen oftmals auch 
solche Integrale, deren Werte nicht durch algebraische, loga- 
rithmische Funktionen etc. ausdrückbar sind, auf einfachere 
zurückführen. 

Betrachten wir z. B. das Integral 


/ 


dx y 


d sc 

in welchem n eine ganze positive Zahl ist. Da — das 


a;* 
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Differential von r ist, so erinebt die teilweise 

Integration: 

/- — dx= — 7 7 f r ^^} 

und yermittelst dieser Gleichung reduziert sich das gegebene 
Integral auf 


/ 


— X 

— dx, 

X 


Dieses Integral ist eine neue Transcendente und heilst, 
zwischen den Grenzen x und oo genommen, nach Bessel, der 
IntegraMogarithmus von e~~'. Es wird bezeichnet durch Zi(6~*). 

458. Der Integrand ist ein Produkt der Sinus und Ko- 
sinus linearer Funktionen von x. Integrale dieser Form 
treten bei vielen Problemen auf, und es ist leicht, sie aus- 
zuwerten. Es sei zunächst 

P = cos (ax + 6) cos (a'x + 6') 

der Integrand, alsdann setze man: 

P= ^ cos [(a+a')a: + (6 + 6')] + -^cos[(a-a')^ + (*—*')]• 
Sind also a-j-a und a — a' von null verschieden, so wird 

fp^^ _ Bm[(a+a')x+{b + y)] , sin [(a-a-)^+ (6-6-)] ^ 
J 2(a + a') ' 2(a — a') ' ' 

und ist a = a, so wird 

Pdx = «"^(^^^ + [^ + ^']) r ^ cos (& — ^0 I ^ 


/^ 


4a ' 2 

In derselben Weise kann man vorgehen, wenn P ein Pro- 
dukt von n solchen Faktoren ist: 

P == cos (ax + 6) cos (a'x + 6') cos (a''x -(- &") • • • 
Setzt man 

a = a + a'+a"+..., /J = 6 + 6'+ 6"+ • • ., 

so ist P die Summe von 2'*""^ Gliedern, welche durch den 
Ausdruck 

-^cos(aa; + /J) ^ 


/ 
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dargestellt werden. Es ist also 

Das Glied — — — ^^t_rZ mufs durch x cos ß ersetzt werden, 

wenn a gleich null ist. 

Wir haben alle Faktoren von P durch den Kosinus dar- 
gestellt, weil ein Paktor von der Form sin (ax + 6) durch 

cosiax + ^ + -ö ) ersetzt werden kann. 

459. Anwendung auf jcos'^xdx. Wir betrachten z. B. 

das Integral ^ 

I cos" xdx, 

wobei n eine ganze positive Zahl ist. Es wird, wenn n ge- 
rade ist: 

2^"^ cos*» X = eo8 nx -j- j cos (n — 2) ic + ^ i~2 cos (n — 4) a? 

^ , n(n-l)...(| + l) 

■^■■■"^2 1.2...:^ 

2 

und wenn n ungerade ist: 

2**—^ cos'^ic = cos nx-{- j cos (w — 2) a; + ^^^"T ^ cos (n — 4)a; 


n 


(^~1)- ("4-^ + 2) 


H 1 ^^TZTi ß^s a;. 

1,2 — 

Also ist für ein gerades n: 

2«-i fQos^'xdx = "^^^ + w sm(n — 2)^ ■ n(n— 1) 8in(w--4)a; 
/ w ' 1 n — 2 ' 1-2 n — 4 

+ •••+ ^-^1+^' 

1 . 2 • . • — 

und für ein ungerades n: 

n sin (w — 2)x . n(n — l) sin (n — 4) a; 


2**—^ i cos" xdx = ^ — h ^j ^ — ^ — h 

/ » ' 1 n — 2 ' 


1 • 2 n — 4 


n(n-l)...(?-_J + 2) 

4- . . . J : sin X 4- C, 

1.2 *"-' 


• • • 
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Verwandelt man a; in -r x^ so erhält man den Wert 

von I sin^xdx'y im Folgenden wird man neue Formeln för die 
nämUclien Integrale finden. 

460. Anwendung auf j sin^x cos^xdx. Der Integrand, 
welcher hier untersucht werden soll, läüst sich algebraisch 
machen^ denn setzt mm 

sin X = t^, cos x = (l— tfj drr — y T* (1 — ty^ dt, 
so wird er gleich 


/m — 1 1 

<— (1-0 


m — 1 n-T-1 

"^dt. 


Aus dieser [Tmformung schlieiÜBen wir zunächst, daXs unser 
Integral ausführbar ist^ sobald eine der Zahlen 

m — 1 n — 1 m -\-n 

eine ganze Zahl ist (im Besonderen also auch jedesmal^ wenn 
m und n ganze Zahlen sind). Es genügt dann bezw. 


als neue Veränderliche einzuführen um den Integranden rational 
zu machen. In jedem Falle kann man durch teilweise Inte- 
gration das Integral (1) vereinfachen. 

Man kann aber auch direkt die teilweise Integration auf 

das Integral /sin-x cos-^dx anwanden imd d» sick Ausdrücke 

dieser Art häufig darbieten, so wird es nieht überflüssig sein, 
diese Rechnung zu entwickeln. 

Das Differential kann in der Form 

cos*"~^ X • sin*" X eos x dx 

dargestellt werden; der zweite Faktor ist das Differential von 

sin"*"'"^ X ..... 

— ■ ^ also ergiebt die teilweise Integration 


/" 


sin^a; <iot*xax = — 


m+ 1 

^ m + lj 
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Ftilirt man in dem Integrale auf der rechten Seite an 
Stelle des Faktors sin^a; den Faktor 1 — cos*a: ein, so wird 
dasselbe gleich der Differenz 

/sin*" X cos"—* xdx — /sin"* a: cos* xdx. 

Bringt man das zweite Integral auf die linke Seite und 
multipliziert man dann beide Seiten mit — ~— , so folgt: 


ß 


. _ ^ j sin"* "'■^oj cos* ^x 

sm* x cos* xdx '^ — 


(2) "^ "* + ** 


. n — ir. 


sin^ X GOB^"^ xdx. 


. Verwandelt man x ia -z x^ dx in. —dx, und yertausoht 

man zugleich die Buchsteben m und n^ so folgt nach Multi- 
plikation mit — 1 : 


s^ 


sin"» X cos* xdx = — 


sin"* ^ X cos*"^^ X 


(3) •- ^ + *^ 




sin"**"* X cos* 05 dar. 


Ersetzt man endlich in der Gleichung (2) n durch n ^ 2 
und in der Gleichung (3) m durch m-^-^y und löst man alsdann 
jede Gleichung nach dem Integrale auf, welches auf der rechten 
Seite vorkommt, so erhMIt man die beiden neuen Formeln: 

C ' ^ - ' 8in"*+^a;co8*+^aj 

jsr 


(4) 


sin"* X cos* xdx^^ — 


n + 1 • 


I 1^ — i sm"*ic cos*+*icda;, 

" w+ 1 J 


(5) 


/■' 


. ^ ^ j sin"*+^ic cos*+*a: 
sm"*a: cos*a: dx = 


w + 1 


, w -4- w + 2 /* . ^ , 9 „ , 

H . T I sm"*+*a; cos*a?«iC. 

m + i J 


Von den Gleichungen (4) und (5) wird die erste illusorisch, 
wenn n = — 1 ist, die zweite, wenn m = — 1 ist. In jedem 
dieser Fälle ist aber die Bedingung der Integrabilität erfallt. 
Ebenso werden die Gleichungen (2) und (3) illusorisch, wenn 
^w-|-n=0 ist, was aber gleichfalls ein Fall der Integrabilität ist. 
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Im letzten Falle liefert aber noch die Gleichung (1) eine Re- 
duktion ^ denn sie ergiebt für n == — m: 

/tanff'"+^ X r 
is^ng^xdx = ^^ , I tang^+* xdx, 

oder, wenn man m — 2 an Stelle von m schreibt: 

(7) / tang^ xdx = ""^ _ — / tang™— * x dx. 

Lassen wir nun die Fälle der Integrabilii^t bei Seite, die 
sich schliefslich immer, wenn es notwendig sein sollte, auf ein 
rationales Differential bringen lassen, so sieht man, dals die 
Gleichungen (2) und (4) den Exponenten n immer um eine 
gerade Zahl verkleinern oder vergrölkem lassen. Ebenso kann 
man vermittelst der Gleichungen (3) und (5) den Exponenten m 
um eine gerade Zahl verkleinem oder vergröfsem. Also ist 
es immer möglich, diese Exponenten schliefslich auf Zahlen zu 
bringen, die zwischen — 1 und -j- 1? oder zwischen und 2 liegen. 

In dem besonderen Falle, daSs die Exponenten m und n 
ganze Zahlen sind, kann man die Reduktion eines jeden so- 
lange fortsetzen, als derselbe nicht gleich — 1 oder gleich und 
entgegengesetzt dem andern ist. In dem letzten Falle geht 
man zu den Gleichungen (6) und (7) über, mittelst deren man 
die Reduktion ausführt, bis die beiden Exponenten null oder 
-f- 1 und — 1 werden. Wir bemerken noch, dafe die beiden 
Gleichungen (6) und (7) auch unmittelbar erhalten werden aus 
der Gleichung: 

\ „« dx tang"*"''* X , r\ 

^^ cos' X w + 1 

461. Auswertung von j sia^ x co&^ x dx für ganzzahlige 
m und n. Als allgemeines Ergebnis erkennt man, da& das Integral 

JBm^x coB^xdx, 

bei welchem m und n ganze positive oder negative Zahlen sind, 
vermittelst der obigen Reduktionsformeln inmier auf eines der 
folgenden zurückkommt: 

jdXf I sin xdx, jcosxdx^ f sin x cos xdx, 
f£^' f^' jBintloBx ' J^^i^äx, Jcoigxdx. 


ß 
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Die drei ersten haben die Werte: 

X -^^ C, — cos X -^^ C, sin a; + G, 
wobei C eine Konstante ist. Das vierte ist gleich: 


V^" 


. c\ j cos 2x . ^ sin* x . ^ cos* x , ^ 
sin 2xdx = 2 \- C = — r \- C = [- C; 


4 ' 2 

C bedeutet immer eine willkürliche Konstante. 
Femer erhält man: 



dx 


2 sm — - a; cos — - x 
2 2 



also: 


I sm a; 


= log tang -r- a; + C_ 


sm a; 002 

was mit der Gleichung in Nr. 62 übereinstimmt. Verändert man 
in dieser Formel x in x -^ ^y sodann in 2a;, so folgt: 

dx 


ß 


cos X 
dx 


= logtaiig(|- + y) + 0, 


sm X cos o; 
Endlich erhält man 


= logtanga? + C, 


I tang xdx = I ^^ rfo? = — log cos a? + C , 

/cotff xdx == i -v-^ rfa? = loff sin x 4- C. 
f sm X ® ' 

462. Der Fall n = 0. Ist die Zahl n gleich null, so er- 
giebt die Gleichung (3) der Nr. 460 für den Fall, dafe m eine 
gerade und positive Zahl ist: 

/* • «. 7 cosajr . „,_- , m — 1 . „._„ , (w — l)(w — 3) . ^ r , 
Sin"* xdx = sm"»-^ x -{ sm"»-» x + 7 ^ t( sm"»-^ ä; + 
m L wi — 2 (m — 2}(w — 4) 

, (m— l)(w— 3) ... 3 . 1 
^m — 2)(in — 4 ) • • • 2 J 


, (m — l)(w — 8) ... 6 • 3 ^ x p 
"^ (w— 2)(w— 4) ...4.2 * m" "^ ' 


und für den Fall, dafs m ungerade und positiv ist: 
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/■ 


Sin"* xdx = sin"»-^ x H .r sin"»^ a? H ; ^, j: + C 

m L m — 2 . (w — 2)(f» — 4)---lJ ' 


Verwandelt man x m — -\' Xy so erhält man zwei andere 

Gleichungen y welche. den Wert von 

j Q,os^xdx 

fOr den Fall eines positiven geraden oder ungeraden m dar- 
stellen. Diese Formeln lassen sich auch aus den Gleichungen 
der Nr. 455 ableiten^ wenn man dort x durch sin x oder cos x 
ersetzt. 

— : T^ Das Inteirral 

dx 


ß 


a sin X -\-b cos x 
labt sich auf eines der früheren zurückführen, indem man 

aaosr sin a, &«=r cos « 
setzt; denn es wird dann gleich . 

r I cos {x — a) 

Auch das allgemeinere Integral 

dx 


ß 


a sin a; -|- ft cos x -^ c 

kann bestimmt werden, indem man 


c — r 


a =*= r sin a , h == r cos a , — j — = + ä* 


setzt; es wird dann 


kdx 


• » Y * 2 cos' -jr (x — a) 

dx ± 2ÄJ 1 2 ^ ^ 


o sin o; + ft cos aj + c c — r f ^»,,x «1/ x^ 

^ 1 ± * tang* Y (^ "~ «) 

oder wenn man k tang -«- (^ — «)«-■< setzt: 

/[ dx ^ ±2k r dt 
a Bin X -^h cos a; + c c — r / 1 i * * 

Das Integral der rechten Seite hat den Wert arc tang t 
oder logT/ [^ : , je nachdem + ^* positiv oder negativ ist. 
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§ 6. Syfttomatisehe Überslcbt ftber die bislier erkaltenen 

Resultate. 

464. Die Integrale rationaler Funktionen. Überblicken 
wir die in diesem Paragraphen erhaltenen Resultate^ so können 
wir sagen: 

Wir haben untersucht^ inwieweit die Integrale bekannter 
Funktionen entweder wieder auf bekannte Funktionen ffthren 
oder inwieweit sie sich auf mögUehst einfache Typen zurück- 
führen lassen^ wenn sie uns neue Transcendenten definieren. 

Wir betrachteten zunächst die Integrale rationaler Funk- 
tionen^ also solche der Form: 

fix) dx , 


/' 


wo f(x) eine rationale Funktion bedeutete. Sie führten imaner 
wieder auf bekannte Funktionen, nämlich auf rationale Funk- 
tionen und Logarithmen. Dann und nur dami fielen die Loga- 
rithmen fort, wenn die Bedingungen der Nr. 431 erfüllt 
waren. 

Bis dahin haben wir also als Integranden nur rationale 
Funktionen betrachtet, oder wie man auch sagt, wir sind im 
naiürlichm Bationdlüätsbereich geblieben. Der weitere Fort- 
schritt bestand nun darin, dals wir aus dem natürlichen Ba- 
tionalitätsbereich heraustraten. 

465. Abelsolle Integrale. Nehmen wir namli<:h eine alge- 
braische Funktion X Ton x hinzu, die also durch eine alge- 
braische Gleichung: 

/'o(^)+/;(^)^+--/;n(^)x«-o 

mit in x rationalen Koeffizienten definiert ist, und betrachten 
die Gesamtheit aller rationalen Funktionen von x und X: 

F(x, X), 

so bilden diese einen durch „Adjunktion^ der Irrationalität X 
y,erweitertea Rationalitätsbereieh^^ Das Integral von irgend 
einer Funktion F(x, X) dieses Rationalitätsbereiches 


fF(x, X) dx 
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hei&t ein Abdsches Integrcd, Da F(xy X) ebenso wie X eine 
algebraische Fonktion Ton x ist^ so können wir sagen: 

Ein Abdsches Integral ist das Integrcd einer algebraischen 
Funktion. 

Die Abelschen Integrale enthalten also als Spezialfälle die 
oben betrachteten Integrale rationaler Funktionen^ also im Be- 
sonderen die rationalen Funktionen selbst, den Logarithmus 
und die cyklometrischen Funktionen arctango; und arccotga;. 
Diese entstehen eben, wenn man den Integranden dem natür- 
lichen Rationalitatsbereich entnimmt. Dies entspricht dem 
Falle, dafs der Grad m der Gleichung (1), der X genügt, 
gleich 1 ist. 

Gehen wir nun einen Schritt weiter und nehmen den 
Fall, dafe X einer Gleichung vom Grade m = 2 genügt, so 
wird der Integrand eine rationale Funktion Ton x und einer 
Quadratwurzel aus einem Polynom. Bezeichnen wir daher diese 
Quadratwurzel wieder mit X, so erhält das Abelsche Integral 
die Gestalt: 

fF(x, X)dx, 

wo 

X^ — f(x) = 

und f(x) eine ganze, rationale Funktion ist. Die so entstehen- 
den Abelschen Integrale heifsen speziell hyperelliptische Integrale. 
Sie werden weiter unterschieden nach dem Grade des Polynoms 
f{x). Ist f{x) vom ersten Grade, so wird das Integral rational 

in X und X = yf{x)j wie aus den Entwickelungen der Nr. 433 f. 
hervorgeht. Ist f{oo) vom zweiten Grade, so können aufser 
rationalen Funktionen von a; und X noch Logarithmen oder 
Arcussinusfanktionen auftreten, deren Argument rational in x 
und X ist (vgl. Nr. 435 ff.). Man kommt aber im Allgemeinen 
auf neue Transcendente, wenn der Grad n von f{x) die Zahl 2 
übersteigt; und zwar entsprechen den Fällen n = 3 und w = 4, 
wie wir gesehen haben, die elliptischen Integrale, die Fälle 
w > 4 fahren hingegen auf die hypereUiptischen Integrale im 
eigentlichen Sinne. Reduziert sich ein elliptisches Integral auf 
bekannte Transcendenten, so spricht man von einem pseuda- 
elliptischen Integrale. 
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Der letzte SpeziaLbU yon Abelschen Integralen^ den wir 
hervorheben wollen, ist der, dafs die algebraische Funktion X 
irgend einer „reinen" Gleichung, d. h. einer solchen der Form: 

X^ — f{x) = ^ 

genügt, wo fix) ein Polynom ist. Die zu diesem Rationalitäts- 
bereich gehörigen Abelschen Integrale sind von der Form: 

(1) fF{x, ym)dx- 

Hierher gehören die in früheren Zeiten vielfach studierten 
binomischen Integrale. So bezeichnet man nämlich die Integrale 
der Form: 

r^« (a + h2^)y dx , 

wo a, ß,y rationale Zahlen, a und. & Konstante sind. Ist 
nämlich m der Generalnenner von a, /J, y, so führt die Sub- 
stitution: 

« 

x = z^y z = x^j dz^=moS^-^dx 
das Integral über in 

^J^a + m-l -j/(a -f liXf^ßyY dx, 

welches offenbar die obige Form (1) hat, da ma -f- w — 1, 
mß und my ganze Zahlen sind. 

466. Die Integrale bekannter Transoendenten. Die 

weiteren Typen, die wir behandelt haben, lassen sich dadurch 
charakterisieren, dafs wir zu dem natürlichen Rationalitäts- 
bereich noch eine bekannte Transcendente wie, 

X = e% X = lx 

X = sin ic , X = arc sin iT 

X = cos Xy X = arc cos x 

X = tang Xy X = arc tang x 

X = ctg Xj X = arc ctg x 

adjungierten und nun wieder die Integrale der Form: 

fF(x, X)dx 
betrachteten, wo F eine rationale Funktion bedeutet. 
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Diese Integrale reduzieren sich zum Teil aufeinander^ wenn 
man beachtet^ daCs Ix und ^^^ arcsina; und einx u. s. w in- 
yerse Funktionen sind, und daCs €^*=^ cos x ^ i sin x ist. 
Beispiele hierfür liefert der letzte Paragraph. — Hier wollen 
wir nur den FaU herausheben^ dafs X = c* ist und unser 
Integral die Form hat 

J'F(x,€')dx, 

wo F eine rationale Funktion des ersten und eine ganze ratio- 
nale Funktion des zweiten Argumentes ist. . Das Integral ist 
dann eine Summe Ton Integralen der Form 

(1) Ca^e^dXy 

wo n eine ganze positive Zahl ist; und Ton solchen 'der Form 


^ ^ J {x — af 


dx, 


wo m ebenfalls eine ganze positive Zahl ist. Die Integrale (1) 
führen aber nach Nr. 457 auf bekannte Funktionen^ die Inte- 
grale der Form (2) erhalten durch Einftihrung von 

X — a = — z 
die Gestalt: 


(- 1)™-^/- 


—-d0 


und führen daher nach Nr. 457 auf den Integrallogarithmus: 

als einzige neue Transcendente. 

Hiermit haben wir das bisher Gewonnene wenigstens in 
seinen wesentlichsten Resultaten systematisch zusammengefafst. 
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Theorie der bestimmten Integrale. 


467. Ziel der Entwiokelungen dieses Kapitels. Wahrend 
wir bisher das Integral wesentlich als Funktion der oberen 
Grenze studierten, werden wir in dieä^n Kapitel beiden Grenzen 
des Integrales feste Zahlenwerte erteilen und den dazugehörigen 
Integralwert studieren. 

Einmal kann dann der Integrand neben der Integrations- 
veränderlichen nur noch feste Zahlen enthalten; dann erhebt 
sich die Aufgabe, den numerischen Wert dieses Integrales zu 
ermitteln. (§ 2 dieses Kap.). Sodann kann der Integrand noch 
andere von der Integrationsveränderlichen unabhängige Variabele 
enthalten und dann entsteht das Problem, das Integral als 
Fimktion dieser Veränderlichen, der sogenannten Parameter, zii 
studieren. Hierbei werden wir nur den Fall eines Parameters 
behandeln und besonders die Frage der Differentiation und 
Integration nach diesem Parameter ins Auge fassen. (§ 3 dieses 
K!ap.). Wir werden erkennen, dafs die Auffassung der Inte- 
grale als Funktionen eines Parameters ein wichtiges Mittel 
zur Definition neuer Funktionen ist, während wir hinwiederum, 
wenn wir den Parameter nachträglich numerisch spezialisieren, 
wieder auf die numerische Auswertung bestimmter Integrale 
geführt werden. (§ 4 dieses Kap.). Von besonderer Wichtig- 
keit ist hierbei die Integraldarstellung der Koeffizienten der 
Fourierschen Reihe. (§ 6 dieses Kap.). Welche Zahlenwerte die 
Grenzen des bestimmten Integrales haben, ist insofern gleich- 
gültig, als man diese bei Einführung geeigneter Veränderlicher 
ganz willkürlichen Zahlen gleichmachen kann. (§ 6 dieses Kap.). 

S errat, Diff.- u. Integral-Bechnimg. II. 2. Aufl. 6 
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Besonders bequem sind ofk die Grenzen + ^^ o^®^ — ■ ^^• 
Indes bedarf auch hier wieder das Operieren mit unendlich 
grofsen Werten einer schärferen Begründung. Diese wird im 
ersten Paragraphen dieses Kapitels Torangeschickt und mit ihr 
wollen wir jetzt beginnen. 

§ 1. Definition des Integrales^ wenn unendlich grofse 

Werte In Frage kommen. 

468. Beispiele für unendliche Grensen. Bisher wurden 
bei der Definition, wie bei der Untersuchung der Eigenschaften 
eines bestimmten Integrals die Grenzen Xq und X als beliebige, 
aber feste Zahlen Torausgesetzt. Wir werden nun den Fall 
untersuchen, daCs die eine oder die andere dieser Grenzen 
unendlich wird. 

Das Integral der Funktion f{x)y gebildet zwischen zwei 
unendlichen Grenzen, oder zwischen einer endlichen und einer 
unendlichen, kann einen endlichen Wert erhalten, es kann 
aber auch unendlich oder unbestimmt werden, wenn man den 
Grenzwert zu bestimmen sucht, nach welchem das Integral 
konvergiert, während man die Grenzen desselben über jeden 
Betrag hinaus wachsen läTst. Wir wollen zunächst Beispiele 
für diese verschiedenen Fälle geben. 

1. Die Funktion e*"* liefert, integriert zwischen den Grenzen 


Xq und X: 


f 


e~^dx = e~^ — e 


—X 


LäTst man nun X nach + ^^ konvergieren, so folgt: 
Läfst man aber x^ nach — oo konvergieren, so folgt: 


/ 


/ 


e~^dx = -\- OQ, 


oo 


2. Das Integral von -t-j: — « zwischen den Grenzen x^ 
und X ist: 
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X 

J 1 + x* ^ arc tang X — arc taug x^ , 
und läfst man 2 nach ^ oo konvergieren ^ so wird 


l 


oo 


dx ' ^ t 

rqr^ = Y — arc*anga:o, 

und lafst man nun Xq nach — oo konvergieren, so wird 

/.oo • 
dx 

— oo 


3. Die Funktion cos x giebt, zwischen den Grenzen und 
X integriert: x 

f cos xdx ^'= sin X. 



Es ist einleuchtend, dafs dieses Integral zwar endlich 
bleibt, aber keinem bestimmten Werte zustrebt, wenn man 
X unendlich werden ISXst. 

469. Ein allgemeiner Sats über Integrale mit unend- 
lichen Grenzen. Man kann kein allgemeines, aus der Be- 
schaffenheit der Punktion f{x) abgeleitetes Kriterium aufstellen, 
welches in allen Fällen entscheiden läfst, ob das Integral 

X 

(f{x)dx endlich und bestimmt bleibt, wenn die eine oder die 


«o 


andere der Grenzen unendlich wird. Indessen kann man doch 
einen Satz aufstellen, welcher bei einer sehr groüsen Anzahl 
von Fällen ein Mittel zur Entscheidung giebt. Er lautet: 

Lehrsatz. Es s^ f{x) stetig, fikr jedes endliche x, dafs 
nicht Meiner als eine feste Zahl Xq ist Wenn nun bei allen 
Werten von x, welche gröfser sind als eine bestimmte Zahl a, 
der Betrag des Produktes x'^fix) beständig kleiner ist als eine 
bestimmte Zahl K, und dabei der ExpoYient n gröfser als 1 ist, 

X 

so hmvergiert das Integral j f(x)dx nach einer endlichen be- 
stimmten Grenze, während man X na^h -j- ^^o konvergieren läfst 
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Wenn dagegen die Funktion f(x) bei allen Werten von x^ 
wdche gröfser sind als eine bestimmte Zähl a, stets dasselbe 
Zeichen behalt, und der Betrag des Produktes x'^fix) niemals 
Meiner tvird als eine bestimmte Zahl K, während der Eocponent n 

gleich oder kleiner als 1 ist, so wird auch das Integral lf(x)dx 

zugleich mit X unendlich. *"* 

Es ist nämlich 

X a X 

I f(x)dx= f f(x)dx-\- l'f(x)dx. 


Xq Xq a 


Das erste Integral auf der rechten Seite hat einen bestimmten 
Wert; es genügt demnach nur das zweite zu betrachten. 

1. Ist der Betrag des Produktes x^f{x) kleiner als K, 
für alle Werte von x zwischen a und -|- c», so ist einleuchtend, 

X 

dafe auch der Betrag des Integrales j f(x)dx stets kleiner 
ist als ^ " 

Dieser Ausdruck wird aber, unter der Annahme, dafe 
n > l'ist, filr X = c», gleich 

K 


(n — 1) a 


n—l 


Also bleibt das Integral jf (x) dx für X= oo endlich und 


a 


wird bei beliebig wachsenden Werten von a beliebig klein, 
und mithin konvergiert auch 


a 


I 


f(x) dx , 


wenn man a über jede Grenze wachsen läist, nach einem be- 
stimmten endlichen Werte. 

2. Ist der Betrag des Produktes x^f(x) nicht kleiner als 
eine bestimmte Zahl K bei allen Werten von x zwischen cc 
und + <x) j und behält die Funktion f(x) stets dasselbe Zeichen, 
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X X 

so ist der Betrag des Integrales 1 f(x)dx grölser als / "^ rfa;. 

a a 

Dieses letzte Integral hat den Wert 

wenn » < 1 ist, und ^ 

wenn n= 1 ist. In beiden Fallen wird derselbe für X=<x> 
unendlich. Also gilt dies auch für das ursprüngliche Integral. 

Die Bedingung des Satzes kann man etwas ungenauer auch 
so aussprechen: Die zu integrierende Funktion f(x) mufs, wenn 
sie bei beliebig wachsenden Werten von x ihr Zeichen nicht 
mehr wechselt, von höherer als der ersten Ordnung für x = oo 
verschwinden, damit das Integral auch für x = oo endlich und 
bestimmt bleibt. 

Bemerkung. Der vorstehende Satz gilt ebenso für den 
Fall, dafe X nach — oo konvergiert. Denn verwandelt man 

ic in — x^ so ist 

X —x 

I f{x) dx=^ — 1 f{ — x) dx , 


und man hat also die obere Grenze — X nach -j- ^^ konver- 
gieren zu lassen. 

Derselbe Satz ist auch noch anwendbar in dem Falle, dafs 
die untere Grenze Xq nach + oo konvergiert, da man die beiden 
Grenzen mit einander vertauschen kann. 

470. Anwendungen. 1. Wir betrachten das Integral 
( e~^dx. Ist n eine beliebig grofse Zahl, K irgend eine be- 

stimmte positive Zahl, so konvergiert der Betrag des Pro- 
duktes x^ er^ nach null, wenn x gleich + <x> wird. Man kann 
also einen Wert a für x so fixieren, dafs von x = -\- a bis 
ic = -f- oo, oder von x = — a bis x = — oo der Betrag des 
Produktes a?"e^** kleiner als K wird. Hieraus folgt, dafe das 

-|-oo 

vorgelegte Integral einen endlichen bestimmten Wert le~^dx 

00 

behält, wenn X nach. + ^^ ^^^ ^o iia.ch — oo konvergiert. 
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Allgemeiner noch erkennt man: Wenn f{pc) eine in jedem 
endlichen Intervalle stetige Funktion ist, deren Betrag bei allen 
Werten von x zwischen — oo und + ^^ ^^^ feste Zahl nicht 
übersteigt, so hat auch , ^ 

/ fip) ^~** ^^ 

00 

einen endlichen und bestimmten Wert. 


oo 


sin aj , 

ax. 


J 8111 OC -w-w 

471. Das Integral f dx. Das aufgestellte Kriterium 



entscheidet nichts über die Giltigkeit eines Integrales bei un- 
endlicher Grenze, sobald die Funktion unter dem Integrale mit 
beliebig wachsenden Werten von x fortwährend ihr Zeichen 
wechselt. In diesem Falle kann das Integral einer endlichen 
bestimmten Grenze zustreben, ohne dafs die Funktion in be- 
stimmter Weise voii niederer als der ersten Ordnung für a;= oo. 
verschwindet. Ein wichtiges Beispiel dieser Art bietet das 
Integral » 



Hier wird f(x) - x = sin x eine Funktion, die bei be- 
liebig wachsenden Werten von x immer zwischen den Grenzen 
— 1 und -f- 1 osciUiert. Dafs dieses Integral nichtsdesto- 
weniger einen bestimmten Wert hat, läfst sich leicht einsehen. 
Denn betrachtet man zunächst das Integral zwischen den 
Grenzen und Wj wobei w irgend ein Wert zwischen zwei 
ganzen Vielfachen von jr ist, w = k7t -\- a {k ganze Zahl, 
cc ^ jr), so ist: 

to 7t 27t kft kTt-^a 

7t (k—l)7t k7t 

Die Glieder dieser Reihe, die für ä; = oo eine unendliche 
wird, bekommen wechselnde Zeichen und ihre Beträge nehmen 
ab. Denn vergleicht man die Integrale 

kTt ' {k-\-l)Jt 

/sin o; -, i /sin x ^ 
dx und I dx , 

{k—l)7t k7t 
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so wird, wenn man in dem zweiten Integrale, vermittelst der Sub- 
stitution y=='X — n, die Grenzen denen des ersten gleich macht : 

(ife+l)?t kn kn 

J ^ J y+^ ^ J y + '^ ^ 

kn (*— 1)Ä Oe — l)7t 

Mit wachsenden Werten Ton h konvergieren die Beträge 
dieses Integrales nach null; denn der Betrag ist kleiner als 
der des Integrales ^^ 

{k-i)jt 
Mithin hat die unendliche Reihe und folglich das gegel:)ene 
Integral för m; = oo einen bestimmten Wert. In Nr. 498 

werden wir finden, dafs dieser Wert gleich — ist. 

472. Definition des Integrales, wenn der Integrand an 
den Grenzen unendlich wird. Wir nehmen an, dafs f{x) 
stetig ist für alle Werte von x zwischen x^ und X, dafs es 
jedoch unendlich wird für x = X, d. h. über jede Grenze 
wächst, wenn x nach X konvergiert. Bezeichnet man mit s 
eine Zahl von demselben Zeichen wie X — x^^ so versteht 

X 

man unter dem Integrale lf{x)dx den Grenzwert, welchen 




/ 


fix) dx 


erhält, wenn e null wird. Dieser ist entweder endlich oder 
unendlich oder unbestimmt. 

Desgleichen ist, wenn f{x) unendlich wird, für x ==^ Xq das 

Integral f f(x)dx die Grenze, nach welcher jf{x)dx konver- 

giert, wenn man mit s wiederum eine Zahl von gleichem 
Zeichen wie X — x^ bezeichnet, die sich dem Werte null be- 
liebig nähert. 

Wir wollen nun einen Satz beweisen, analog zu dem in 
Nr. 468, auf Grund dessen man in gewissen Fällen entscheiden 
kann, ob ein Integral einen endliehen Wert behält, wenn die 
zu integrierende Funktion an den Grenzen unendlich wird. 
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473. Ein aUgemeiner SatE über Integrale, deren Inte- 
grand an den Grensen nnendlicli wird. JEs sei f(x) stetig 
für aUe Werte von x zwischen Xq wnd X, aber unendlich für 
X = X. Kcmn man nun eine Zahl a ztmschen Xq und X an- 
geben, so dafs für alle Werte von x ztmschen a und X der Be- 
trag des Produktes (X — xYf{x) oder {x — Xy^f(x) Meiner ist 
als eine bestimmte ZaM K, während n Meiner ais 1 ist, so 

hat auch das Integral j f(x) dx einen bestimmten endlichen Wert 

Wenn man dagegen eine ZaM a zwischen Xq und X an- 
geben Tcann, so dafs bei oMen Werten von x. zwischen a u/nd X 
das Produkt {X — xYf{x) oder {x — Xyf(x) dasselbe Zeichen 
behält und beständig gröfser ist als eine bestimmte ZaM Ky 
wahrend n gleich oder gröfser als 1 ist, so wird das Integral 

X 

f{x)dx unendlich. 


ß 


Denn es ist 

X X—e a X—t 


f f{x) dx = lim / f{x) dx = I f(x) dx + lini / f(x) dx 


«o 


Das erste Integral auf der rechten Seite hat einen end- 
liehen bestimmten Wert; es handelt sieh also nur noch um 
den Grenzwert des zweiten. 

1. Ist von X = a bis x = X der Betrag des Produktes 
(X — xy f(x) immer kleiner als eine bestimmte Zahl K^ 
während n kleiner als 1 ist, so leuchtet ein, dafe der Betrag 
des Integrales kleiner ist als der Betrag von 


J 


X—t 

^ ^ dx ^ (X~ g)^-^ — g^-" ^ 


Konvergiert s nach null, so wird die rechte Seite, weil 
1 — w > ist, gleich 

l-n ^' 

und dieser Ausdruck wird beliebig klein, wenn a dem Werte X 
beliebig genähert wird. Mithin konvergiert 
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♦ 

X—« 

f{x) dx 




far 6 = nach einer Grenze, deren Betrag durch Wahl von 
a beliebig klein gemacht werden kann, d. h. auch 


« 


f(x) dx 

hat für a = X einen bestimmten endlichen Wert. 

2. Nehmen wir an, dafe von x = a bis x = X das Pro- 
dukt {X — xYf{x) immer dasselbe Vorzeichen behalt, und dals 
sein Betrag immer gröfser ist als eine bestimmte Zahl K, 
während die Zahl n gleich oder gröfser als 1 ist. Der Betrag 

des Integrales ( f(x)dx wird dann groiaer als der Betrag von 


X « 


/7 ; nun ist aber, wenn w> 1 ist: 


X 

f. 


Kdx K_ r 1 1_ -1 


Kdx K^ 

(X— ajf ~1 — **L(X— af-' (X—xy 

und wenn w= 1 ist: 

X 


a 


J X — x ^ ^^^ X— X 

a 


Kdx T^ •, X — a 


In jeder dieser Formeln wird die rechte Seite unendlich 
für X = Xy und folglich ist auch 

dx 


lim ff{x) 


a 

für s = unendlich. 

Da man die Grenzen eines Integrales vertauschen kann, 
so gilt der vorstehende Satz auch für den Fall, dafs f{x) für 
X = Xq unendlich wird. 

474. Beispiele. 1. Wir betrachten das Integral: 

1 

/ ' dx 
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Hier ist f(x)= , und (1 — x)^f(x) = , i» 

Ist X positiv^ so ist dieser Wert kleiner als 1. Hieraus 
schlielst man, dfJs das Integral einen bestimmten endlichen 
Wert hat. Übrigens wissen wir hier von yomherein, dals 
dieses der Fall ist. Denn . das Integral, gebildet Yon bis 
X <Cly hat den Wert arc sin x, und für a; = 1 konvergiert 

diese Punktion nach dem Werte — • 
2. Pur. das Integral 


/ dx 
y{i--x^{i-k^x*)' 


wobei k^ eine positive Zahl kleiner als 1 ist, wird 

{l—x)if(x)= , ^ 

• \ >' ^ V y y(i + x) (1 -^ ik« x\ 

Die rechte Seite ist kleiner als • , fOr alle Werte 

von x von bis 4~ I; ^o hat das Integral einen endlichen 
Wert. 

3. Wir betrachten das Integral 

1 

/dx 



auf welches sich das vorhergehende reduziert, für ä;* = 1 . 
Hier ist f{x) = j^^ und {\ — x)f{x) = j^- 

Die rechte Seite ist grö&er als — bei allen Werten von x 

von bis 1. Polglich wird das Integral unendlich. Übrigens 
ist dieses Integral gleich dem Werte, den die Punktion 





X 
X 


ftir ^ = 1 annimmt, und man sieht, da& dieser Wert in der 
That unendlich wird. 
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/Ix 
X- 


4. Wir betrachten schlielslicli noch das Integral 

1 

dx, 

X' 


in welchem n eine Zahl zwischen und 1 bezeichnet. Hier 

Ix . * . . 

ist f{x) = -^j und diese Funktion wird unendlich für x = 0. 

X 

Bezeichnet man mit s eine Zahl zwischen und 1 — n, so ist 

• 

Konvergiert x nach null, öo konvergiert auch das Produkt 
aflx nach null. Man kann also eine Zahl a bestimmen, so 
dafs von x = bis x = a das Produkt oif^'^*f{x) kleiner ist 
als eine gegebene Zahl K'^ femer ist n 4- ^ kleiner als 1. 
Also hat das Integral einen endlichen Wert. 

475. Der Integrand wird zwisohen den Grenzen un- 
endlich. Wird die Funktion f{x) unendlich für einen Wert x^ 
von Xy der zwischen Xq und X > äTq enthalten ist, d. h. wachsen 
die Betrage der. Funktion über jede Grenze, wenn x von der 
einen oder andern Seite oder von beiden nach dem Werte x^ 

konvergiert, so versteht man unter dem Integrale if(x)dx 
die Grenze, nach welcher die Summe ^ 

«1 — « ^ 

. ff{x)dx+ ff{x)dx 

konvergiert, wenn die Zahlen s und iy dem Werte null sich 
beliebig nähern. Solch ein Integral kann einen endlichen und 
bestimmten Wert haben, es kann aber auch unendlich oder 
unbestimmt werden. 

Betrachten wir z. B. das Integral 

a 

dx 


/dx 
x^^ 


— a 


in welchem a und a positive Zahlen bezeichnen und der 
Exponent n zwischen null und eins enthalten ist. Die zu 
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int^rierende Funktion ist eine eindeutig reelle, wenn wir an- 
nehmen, dafs der Nenner des Exponenten eine ungerade Zahl 
ist. Nun ist: 

— a 

aber 


?="-(/l+/^')- 


^ 1 — n ' J x"" i-n ' 


— a 

also: 

= lim 

e==0, iy=0 


/*^= lim ^'""~ ^'"* + (- ^)'""* - (~ «)'~" 

^ X* — ** — '^ ^ — ♦* 


— a 


( — sy-^ und iy^"~" werden im Grenzfalle null. Das vorgelegte 
Integral hat also einen endlichen und bestimmten Wert, nämlich 

/dx ^ a^~* — (— g)^-* 
^n — 1 _ n 

— a 

Ist n gröJjser als eins, so wird: 
Die Summe dieser beiden Integrale, nämlich: 

-^[—^ i_i^._i_r_i L.1 

wächst über jede Grenze, wenn die Zahlen e und iy nach 
null konvergieren. Also wird auch das vorgelegte Integral 
unendlich. 

Wir untersuchen noch den Fall n == 1. Das gegebene 
Integral ist dann: 

Setzt man x = — ^, dx = — dt^ so ist: 
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— « 


_ = j_ = log_ 


— a 

und 

a 


also ist: 


l 


dx ■» a 

X ° »j ' 


ß 


dx 1. 1 as 1 o> t f 1 ^ 

— = lim log — == log — f- um log — 


€ 


Die Grenze des Verhältnisses — ist unbestimmt; also ist 

a 


/dx 
— selbst unbestimmt. 


(1) ff(x)dx+ff(x) 


— a 

476. Hauptwert eines Integrales und singniftres IntegriaL 
Der allgemeine Ausdruck 

Xj — « X 

reduziert sieh^ wenn man e = rj annimmt^ auf 

Xi — e X 

(2) ff^^^ ^^ + f^^^^ ^^' 

Xo «i4-« 

Die Grenze^ welcher diese Summe zustrebt ^ wenn man s 
nach konvergieren läfst, hat Cauchy den Hawptwert des 

X 

Integrales jf{x)dx genannt. Also ist der Hauptwert des 

-4-a 


Inteirrales / — der Wert loir — • 


— a 


Wenn das Integral j f{x)dx einen endlichen und be- 


stimmten Wert hat, so ist dieser Wert auch die Grenze, nach 
welcher die Summe 

Xx — fl9 X 

x^+vt 


Xx — fl9 X 

(3) Jf{x) dx + Jf{x) 
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konvergiert, wenn s null wird, die positiven Zahlen fi und v 
mögen irgend welche Werte haben. Also mub auch die Diffe- 
renz der Summen (2) und (3), nämlich: 

(4) f.f(x)dx + ffix)dx, 

mit 6 nach null konvergieren, was auch die Werte von ft. und 
V sein mögen. Kann man konstatieren, dals dieses nicht ein- 
tritt, so lädst sich hieraus schlielsen, dafs das vorgelegte 
Integral keinen endlichen, bestimmten Wert hat. Die Integrale 

J f(x)dx, j f{x)dx, 

in denen s null wird, hat Cauchy die singvlä/ren bestimmten 
Integrale genannt. 

Wird die Funktion f{x) unendlich für die Werte x^yX^y,.,Xn 

zwischen Xq und X, so muis man 1 f(x)dx als den Grenzwert 

definieren, nach welchem die Summe 

«1 — «1 x^ — % Xi — «s *n — *n X 

ff(x)dx +Cf{x)dx +Jf{x)dx -\ \-ff{x)dx+ff(x)dx 

konvergiert, wenn die Zahlen s und rj sämtlich null werden. 
Dieser Fall kommt, wie man sieht, auf den vorigen zurück, 
wenn man sich das Intervall von Xq bis X in mehrere andöre 
zerlegt. 

§ 2. Anwendimg der vorigen Entwickelangen auf die 
Berechnung bestimmter Integrale. 

477. Berechnung des bestinmiten Integrales aus dem 
unbestimmten. Es giebt eine grolse Anzahl bestimmter Inte- 
grale, welche in den Anwendungen der Analysis häufig auftreten 
und deren Berechnung mit Hilfe der vorigen Entwickelungen 
ausgeführt werden kann. Wir wollen hier die verschiedenen 
Methoden angeben, welche bei derartigen Untersuchungen zu 
gebrauchen sind. 
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Ö5 


Wir bemerken vor allem ^ dals das bestimmte Integral 

X 

f{x) dx 




unmittelbar erhalten wird^ sobald man das unbestimmte Integral 
des Differentiales f{x) dx vermittelst bekannter Punktionen aus- 
drücken kann. Denn bezeichnet mian dieses mit F(x) -(- const, 
so hat man 


ff(x)dx^F{X)-F(xo). 


Dies gilt auch bei der Berechnung des bestimmten Integrales 
for Grenzen, welche unendlich werden, sobald die Funktion F(x) 
bei diesem Grenzprozesse einen bestimmten endlichen Wert 
erhält. 

Mit dieser ersten Methode behandeln wir folgende Beispiele. 

1. Es ist: 


f^äx = ^ +C, fe'^^dx==-'^ + C, 

/* dx 1 , ^ \ n r dx ' X . ^ 

^r^P^. = -arctang- + C, j ^^===. = arc sin - + C 

und hieraus schliefst man, wenn a > angenommen wird: 


/ 1 


(1) 


oo 


m + 1 ' J . a ' 



4-« a 

/* dx n f* dx jr 

— oo 


2. In Nr. 456 wurden die Integrale berechnet: 

/* ^ , 7 „^ a cos hx — 6 sin hx 
e-«* cos hxdx '^ — e""*** , , ,^ 


+ c, 


/__.,, „^ a am h X 4- b cos hx . g^ 
6~«* sm bxdx = — 6-** a _r,, f- C. 

Hieraus folgt unter der Annahme, dafs a > ist: 
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(2) / e-«* 


a 


COS hx dx == 


«» + &«' 



(3) j e-«' sin Ixdx = ^r^' 



3. Den Wert des Integrales sin"» x dx haben wir in Nr. 462 
kennen gelernt fOr den Fall, dais m eine ganze positive^ gerade 
oder ungerade Zahl ist. Nimmt man das Integral zwischen 

den Grenzen und y, so erhält man die beiden folgenden 
Gleichungen: 



2 





(4) 

/ Bwf'^xdx = o 



5 
4 

• • 

6 

(2^ 

• • ■ 

n — 1) « 
2n 2 

(5) 

9t 

2 

/ sin^^+^icdo? = Y 



2 • 

4 

6 

. . . 2n 

. 6 

• 7 

• • 

. (2w + 1) 

Diese 

Integrale verwandeln sich 
it 

2 

in 

2 




/ cos^* X dx und / cos *'*+^ a; da? , 





n 


wemx man a; durch ^ — x ersetzt, und in 



wenn man sin x durch x. dx durch , ersetzt. 

4. Wir hatten in Nr. 460 gefanden: 
8m"*a; COS" xdx^ i v— I sm x cos x ax. 

Sind m und n positive ganze Zahlen und n>l; so erhält 
man^ indem man das Integral zwischen den Frenzen und 

Y bildet: 
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n n 

2 1 


/sin"* X cos*» xdx = — j — / sin"* x cos**""^ x dx . 
w + nj 





Ersetzt man n einmal durch 2n~, sodann durch 2n-\-l, wobei 
n immer eine ganze Zahl bedeutet^ so ist nach dieser Re- 
duktionsförmel 

8 2 

/a« j (2n-- l)(2n — 3) . . . 1 T-m j 

sm'"^: cos^** xdx =^ -, — , ^ . . — p-^ ~ -. — r-^ I smr'xdx, 
(m + 2n) {m -{- 2n — 2) • • • (m + 2) ^ ' 

o 

? * * 

8 2 

Das Integral von sin"* x cos ^ da; ist 


sin"*+^ 


m + 
also ist 


i + c, 


2 

1 





sin"* X cos xdx ^= 


mithin wird das zweite der obigen Integrale 
- 

2 

2 • 4 • • • 2n 


(6) / sin«*a; 


coQ^'^'^^xdx = 


(w + 1) (m + 3) . . . (w + 2n + 1) 



Schreibt man in dem andern Integrale 2 m an Stelle von m, 
so hat man nach Gleichung (4): 

n 

2 

^ J 2-4 •• .(2m + 2w) 2 ' 



das Integral in der Gleichung (6) wird gleich 


7t 

2 


/ 




durch Änderung von x in x. 
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00 

, Das Integral 






1 + x ' 


in welchem p eine positive ZaU kleiner als 1 ist , hat einen 
endlichen Wert. Denn für x = wird der Integrand zwar 
unendlich y aber Yon niederer als der ersten Ordnung und das 

Gleiche gilt för a; = oo, wie die Substitution ä? = y lehrt. 

Dieses^ zuerst von Euler untersuchte Integral hat eine wichtige 
Bolle in der Theorie der bestimmten Integrale und läfst sich, 
wie nun gezeigt werden soU^ durch eine einfache Betrachtung 
rationaler Integrale berechnen. Wir bezeichnen mit m und n 
zwei ganze positive Zahlen^ so dafis m < n ist^ und zerlegen 
den rationalen Bruch 


nr^"" 


1 + z^"" 
in seine Partialbrüche. 

Setzt man 

SO sind die Wurzeln der Gleichung 1 -(- jgr^*» = durch die Formel 
e±'y* dargestellt; wenn man k die Werte 0, 1, 2, ... (n — 1) 
beilegt. Die Summe T* der beiden Partialbrüiehe; welche zu 
den konjugierten Werten e+*>ifc und c^*>* gehören, wird 


~ ^Iz- e'n "^ z - c-*>* J 

— (z — cos g>^) cos (2m + 1) 9^ + sin qp^ sin (2>» + 1) 9^ 


(2? *- COS 9j)' + sin* 9^ 

Integriert man T* zwischen den Grenzen = — Z und 
z = -^ Zy so folgt: 


— z 


1 , (^ — cos flpt)* + sin* op. 

-H sin (2 w + 1) 9* [arc tang -^j^-^ + arc taug -gjp— J . 
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iiä&t man Z iinendlicli werfen, so- konvergiert der ILoga- 
ritfaiims m dieser Gleichung nacfc dem Werte nuDf, und die 

beiden Kreisbogen werden gleich -^y weil 9* kleiner als jr, 

also sin 9* positiv ist. Es ist also 

lim / Tjfc rfjgf = Ä sin (2 m + 1) 9*. 


— z 

^etzt man 


2w + 1 

2W ' 


SO ist 

(2w-f l)9t = (2A;+l)a, also lim /litfif — Ä sin (21+1)«. 

Zs=ao e/_ 


— ^ 


Nun ist 


M «AI» 


folglich: 


/: 


oo Z 

m 




1 + s?- Z«« , 

flo — 3 

=» jr[sin cf + sin 3« H 1- sin (?n — l)a]l 

Multipliziert man die in der Klammer enthaltene Summe 
mit 2 sin a, so eihalt man ein Produkt gleich 

(1 — cos2a) + (cos2a— cos4a)-| f-[cos(2w— -2)a — cos2»a]^ 

ako gleich: 

1 — CG» 2'wa =»1 — coff (^m -(- 1) jr «*■ 2^. 


/ 


Demnach wird, indem man für a seinen Wert einsetzt: 

+ 00 


(fÄ: = -T = 75 r—^ r-, (m < n — 1) . 


OO 


l+z"- Bin« ^/2m+l \^ 

\ 2n / 


Dm Integral, dessen. Wert wir hier besAiiiani haben, ist. 
gleich der Summe der beiden folgenden: 


oo 


^— OD 
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Diese beiden sind einander gleich, denn das erste Integral 
geht in das zweite über, wenn man z durch ^z ersetzt. 
Demnach ist auch „ 




Da die Yariabele z jetzt positiv bleibt, machen wir die 
Substitution j , 

und setzen 

2m + 1 

-2?-=^- 

Die obige Gleichung erhalt dann die Form: 

dx n 


<«) /tt 


X sin ^n 

ö 

und dies ist die gesuchte Gleichung. Sie ist zunächst unter 
der Annahme bewiesen, daXs die Zahl p^ die zwischen und 1 

liegt, von der Form — ist, wobei m und n beliebige 

ganze Zahlen sind und m'^n — 1 ist. Die beiden Seiten 
dieser Gleichung sind aber stetige Funktionen von p. Von der 
linken Seite erkennt man dies folgendermalsen. Das Integral: 


J 1 + « J 1- 


kann durch Wahl eines beliebig kleinen Betrages Ton 8 be- 
liebig klein gemacht werden; denn es lassen sich zuerst die 
Zahlen s und w so bestimmen, dafs die Integrale 


dx 


f ; dx und f — 

w 

unabhängig von einer weiteren Verkleinerung des Betrages 
von S ihrem Betrage nach beliebig klein werden, und alsdann 
läfst sich S so fixieren, dais 




«0 

:r\ -dx 
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beliebig klein wird. Aus der Stetigkeit der beiden Seiten in 
der Gleichung (8) folgt, dafs diese bei allen Werten von p 
zwischen und 1 übereinstimmen, denn man kann immer eine 

unendliche Reihe von rationalen Brüchen von der Form — ^ 
bilden, welche nach der Grenze p konvergiert. 

1 

:r--^ dx. Ein gleicher 



Weg föhrt zur Bestimmung des Integrales 

1 

w= f — z dx, 

P 

in welchem p ebenfalls eine Zahl zwischen und 1 bedeutet. 
Dieses Integral hat einen endlichen bestimmten Wert, weil 
die zu integrierende Funktion für ^ = von niederer als der 

ersten Ordnung unendlich wird, und für o; »» 1 endlich bleibt. 

.1 . dx 

Transformiert man x in — , dx in =-, so werden die 

X ^ x^ ' 

Grenzen oo und 1 ; dieselben lassen sich aber vertauschen, 

wenn man das Vorzeichen ändert; es wird also 


00 


"°J l-x ^^> 


1 
und durch Addition der beiden Gleichungen folgt: 

OD 

dx. 


1 Cx^-^ — X 




Wir nehmen nun an, dafs p eine rationale Zahl von der 

*'«™ 2«, + 1 

ist. Führt man die Substitution 

X :=^ig^*, dx = 2njßr^**~"^flf^ 
aus, so wird 


OD 


«=.n/ 


»np—l _ -2n(l— p)— 1 

-^ dz. 


IM0 Fmddiion imtor dem b^tegrak wt eine jationale, derea 
ZaUar suod Keiuier yoü genider Ordnang sind; dwii 2up ist 
eiiie tfaouEd fuuBßiBd^ ZaJbL Iftui louiii d fflniift# l| ^das lateffml 
ron der unteren 6hrenze — 90 an b^innen, venn man nur 
das Mittel desselben nimmt; es. ist also 

t TZ^n ^'- 

Die Wnrzeln des Neiuaers nnd die Werte 

±kni 

e * ■= COS h ^ sin — ; 

Je hat dabei die Werte 1 , 2, 3 ... w — 1. Nennt man wiederum 
Tk J&t Summ« der bcMkii Partialbrdefa«, W'Aeihm za konjugierten. 

Wurzeln gehdrai, so winl 

. kn 
sm — 

\z — coB — j 4- sin" — 
und hieraus folgt: 

-f-oo +* 


/» /» . ÄST , 
/ 8in — dz 
Tkd0 = sin 2 Jcpjc 1 -. rj^ 
J [a-^ cos — ) + sin» 


kit 
n 


■00 


Setzt mM I» — w» "^ «w» ^ sin -7^, bo ist dieses latem^Bl 
gleich 1 j^TTT; also gleich y -f- y oder jr. Also ist 


/ 


QO 

OD 


giebt man nun Je die Werte ly 2, . , . n — 1, addiert alsdann 
die yerschiedenen Quotienten and beachtet^ daCs 

cos (2n — i)p7t ««= — coS|i5r 

ist^ weil 2np eine ungerade ganze Zahl ist^ so wird 

u^^ 7C cotgpx, 
oder 
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eine Gl^chung, die bei allen Werten von p zwischen und 1 
giltig ist* 

400. VaHiiftlbraohKerlegxuig Tom cotg pjt. Dfts Resultat, 
irdckes wir zoletet gewonnen hshen^ fährt in ein&dier Weise 
zu einer Entwickelung der Funktionen tftng x tati cotg x in 
eine unendliche Reihe von Partialbrüchen. 

Denn wenn ma« den Quotienten ^^^^ vermittelst 

1 — X 

«Jgebraischer Division in eine Reihe eninrickelt, «o erhält man 

masoo 

eüaie Beihe^ die konvergenit ist, solange < :r < 1 , und «die 
innerhalb dieses Int^rviaUe« ^i^hmafing konveignui;, die eb^r 
divei:g»ert fik «:>^0; Ittr x^^l int die <3ieüobu]ig ungiltig. 
Multipliziert man beide Seiten mit dx und integriert zwischen 
den Grenzen und 1, so folgt, indem maü das Bestglied 

einfOhrt: 
J T-IT^ "^^ J i'"^^'' -se^)äx +J ' ^_^, dx, 

<> maO 

1 

xn — ,c?a; durch passende Wahl 



von n beliebig klein; denn bezeichnet 6 einen echten Bruch, 
so kann mm das Integral zerlegen in: 

e 1 

I /pn ^ ^^ lind i ^n ^ ^x, 

e 

Auf das erste Integral HLCst sich, weil der Quotient ein 
imveräjiderüchies Yorz^hen hdkj der MiMiehrertsatz der 2irr.424 
anwendoBy demzufolge es gleich ist dem Produkte aus einem 
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mittleren Werte von a^ im Intervalle von bis 8, mtdtipliziert 
mit dem Int^rale des zweiten Faktors; also 
e e 



Das zweite Int^ral kann man gleich setzen dem Pro- 
dnkte ans einem mitÜeren Werte des Quotienten, mnltipUzierfc 
mit dem Integrale des ersten Faktors: 

f-P\ 1 — 6»+^ 




n+ 1 


Von beiden Ausdrücken rechts erkennt man, dals sie durch 
passende Wahl von n beliebig klein gemacht werden können. 
In dem ersten Integrale ist dabei die Giltigkeit des Mittel- 
wertsatzes vorausgesetzt, auch für den Fall, daJs die unter 
dem Integrale nachbleibende Funktion an der Grenze unend- 
lich wird, was unschwer zu beweisen ist. 

Die obige Formel liefert demnach die Reihenentwickelung 

1 in=OD 

x^ -^^x-P . ^^ /_JL 1 \ 


1 

/ 


"«=<> 


und man hat also nach der Formel (9) der vorigen Nummer die 
Gleichung: 

^COtepZ = ~(:^-j^--(^-^^ 


n 


Setzt man nach einander px = x und = — — a;, so folgt: 
COtga:= '^'"•\5j_a."~5r+a;/ ~" \2 5r — a;~~2 3r+a;/'~ \3 3r— «""s^+a;/ 

Vä-^ 1+V V^-* T+V V"2"~* ^+v 

Da p zwischen und 1 liegt, so setzt unsere Ableitung 
voraus, dafs in diesen Reihen x zwischen und «, bezw. 

zwischen — -^ und + — liegt; da aber die beiden Seiten dieser 

Gleichungen die Periode sr besitzen, so gelten sie bei allen 
Werten von x^ für welche die Nenner nicht verschwinden. 
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Da 

1 1 . 1,1.1 

ist^ so folgt ans den beiden Reihen: 

i,/i i\/i i\,/i i\ 

C086C X ""^ — -r I — — — — — I ( I -4- I — — ^— I — 

X \n — X n-\-xl \2?r — x ^7t-\-x/ \Zn — x ^n-\-x/ 

und verwandelt man x in -z a?, so wird 

/ 1 1 \ / 1 1 

sec o; := / 

Diese letzten Gleichungen ergeben sich auch aus der 
Formel (8) in Nr. 478, denn diese kann leicht auf die Form 
gebracht werden: ^ 





J 1 -\- X ^^"^ sinp« 




dx = 


481. Die Formel von Wallis. — In Nr. 477 wurde der 

Wert des Integrales ^ 

T 

«*m = / sin^xdx 



bestimmt für den Fall, dafs m eine ganze positive, gerade 
oder ungerade Zahl ist. Dies Integral nimmt ab, wenn m 
wächst; denn die Elemente Qin^^xdx sind um so gröfser, je 
Meiner m ist. Bezeichnet man also mit n eine ganze positive 
Zahl, so ist 

d. h. 

2'4:"'2n 1 So- . (2% — 1) « 2-4-(2w — 2i 

<. — S~~i — ^ KT. — • ~ir \ 


3-5--(2n + l) 2-4-6---2W 2 ^ 3 • 5 • • • (2n— 1)' 

oder: 

«^^2 ^ 4 ^ 6 2n — 2 2n 2n 

T^T'TT'T'T'T"' 2n — l ' 2w— l ' 2n+l^ 

n^ 2 2 4 4 6 6 2n— 2 2n 


2^133557 2n— 1 2w— 1 

Das Verhältnis der beiden rechten Seiten in diesen Un- 
gleichungen ist gleich - — -j-rr^ und hat die Einheit zur Grenze, 
wenn n unbegrenzt wächst; also ist 

n ,. 224466 2w — 2 2n--2 2« ^., ^^ 

— = lim — • — • — •• — • — • — ■• • • • • . lür w = oo. 

2 ^*™133 65 7 2n — 3 2n-l 2«— 1' 
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Diese bemerkenswerte Formel ist von Wallis noch vor 
der Entdeckung der Differentialrechnung aafgesteUt worden; 
wir werden später Gelegenheit haben, sie zu benutzen. 

% 3. IHffßreirtistion und integratioii der Integral« 

nach einem Parameter. 

482. Differentiation eines Integrales überhaupt. Ein be- 
stimmtes Integral 


M^J f(a^)^x. 


in welchem die Grenzen Xq und X als variabel betrachtet 
werden, ist eine stetige Funktion dieser Grenzen. Die par- 
tiellen Differentialquotienten von u nach X und Xq sind, wenn 
die Funktion f(x) stetig ist 


und weil 


u=^ J f(x)dx, 


du j.f V 

Betrachtet man also u als Funktion der beiden Variabeln 
X und x^ allein, so ist 

(1) du^f{X)dK-f{x^)dx,, 

und diese Gleichung gilt sowohl für den Fall, dafs X und Xq 
zwei unabhängige Yariabele sind, als auch für den, dafs X 
und Xq als Funktionen von einer oder von mehreren Variabelen 
betrachtet werden. . 

Enthält die Funktion f{x) die Zahlen «,/?,,.., welche 
ebenfalls als Yariabele anzusehen sind, so muTs man auf der 
redi^n Seite der Gleieh'U'ng (1) noch die partjeUen Dttfei^eiitiaile 
in Bezug auf diese Variabelen hinzufügen; es wijpd also: 

(2) du^f{X)dX-f{x,)dx^+^£4<^Jf^d§-t"-. 
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Wir BsSasen also noch mgeoi, wie man diese partiellen 

Differentiale ö—jö^'*' sra bilden hat, die so zu berechnen 

sind, dafs dabei Xq und X als unabhängig von den Yariabel^i 
Uy ß, ... angenommen werden. Yorauszusetzen ist, dafs «— , 

^,... in der Umgebung der betrachteten Stelle (X, Xq, 

<^, ß, ' * ') stetig sind. 

483. Satz über die Differentiation nach einem Parameter, 

Wir betrachten das Integral 


« -fm 


dx 


»9 

und nehmen an, dafs die Funktion f(x) eine Zahl a enthält, 
die als variabel betrachtet wird. Es ist dann u eine Funktion 
dieser Variabelen, und wir steUen uns die Aufgabe, die Ab- 
leitung 1^ zu berechnen. Nach dem Vornngegaagenen hat 

man dM Orenzeci Tq and X als unabhäjigig Ton a anzunehmen 
um die Yariabele a zur ETidenz zu bringen, bezeiduLen 

wir die Funktion f(x) und ihre Ableitung ^^ mit f(x, a) 

und fa(^f ^)* Erteilt man u das Inkrement Acc und bezeichnet 
man die entsprechende Änderung von u mit Au, so ist 

Z ■ ■ X z 

Au= I fi^, a-\'Aa)dx — f fi^, a)dx^=^ f [fi^f a + Aa) — /(a;, a^jdx 


«o 


Wir wollen nun annehmen, dafs die Funktion fa{x, a) in 
der Umgebung der Stelle (a?, a) eine stetige Funktion des 
Yariabelenpaares (x, a) ist; dabei soll x irgend eine Zahl in 
dem Intervalle Xq^x ^X und a den gerade fixierten Wert 
des Parameters bedeuten. Alsdann ist: 

f{x, a + Aa) — f(x, a) = Aa • fa(x, cc + Aa); 

ist «in^ Zahl «wisehen «nd 1, die im Allgemeinen «udi 
von X abhängig ist. Man erhalt demnach unter dieser Voraus- 
setzimg: 


A 


l^ffa(x,a + QAa)dx. 
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Da nirn fa stetig ist an jeder Stelle {x, a -|- 8Aa) des 
Intervalles^ so ist für hinreichend kleine Aa: 

\ fa{x, a'{'eAa) — fu(x, a) \<6 
oder: 

— <f<fa (X, OL + e Aa) — fa (x, o) < 6. 

Hieraus folgt aber durch Integration nach x: 

X 

— 6'{X — x^<^ —jfa{x, a)dx < 6 ' iX—x^). 
Es wird also 

X 

^—jfa{x,a)dx <6'{X — x^ 
mit Aa beliebig klein. Also wird für Aa = 0, lim^— = ^ und 

X 


1^ = J fa {X, «) dX. 


Hieraus folgt der Saibz: 

Ist die Funktion fi{Xj a) für jede Stelle x des IntervaUes 
Xq^x ^X und für den gerade fixierten Wert a des Parameters 
eine stetige Funktion des Variabdenpa^ares (x, a), so wird: 

Xq Xq 

Dabei sind Xq und X als von a unabhängige Zahlen vorausgesetst. 

484. Satz über die Integration nach einem Parameter. 

Das in den beiden ersten Kapiteln angewandte TJbertragungs- 
prinzip, durch das wir jede Differentiationsregel in eine Inte- 
grationsregel verwandeln können, gestattet uns den letzten 
Satz in eine Regel zu verwandeln, nach der man das Integral 

X 

u==^ I f{x, a) dx 

«b 
in der Weise nach a integrieren darf, dafs man den Integran- 

den nach a integriert. 

Wir setzen zunächst 

a 

I f(x, a)da = F(Xy a). 
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Die untere Grenze a^ sei irgend eine feste Zahl; femer sei 

X 


f 


F(x, a)dx=v. 


Kach der vorigen Nummer ist nun, wenn 

in dem Integrationsgebiete von Xq bis X und für das be- 
treffende a eine stetige Funktion des Yariabelenpaares (x, a) ist: 

Xq Xq 

also: o 

ev 

o a ' 

und da v für a = «q verschwindet, so ist 




uda, 
d. h.: 

X a a 


I I f{x, a) da \dx = / / /"(^j «) ^^ ^«- 
Durch diese Gleichung ist der folgende Satz bewiesen: 

X 

Um das Integral f f{x, a)dx nach dem Fa/rameter a m 


«b 


integrieren zwischen den Grenzen a^ und a, kann man zuerst 
die Fmiktion v/nter dem Integralzeichen zwischen diesen Grenzen 
nach a integrieren und sodann die Integration nach x am- 
führen, wenn f{x, a) im Integrationsgebiete von a^ his a und 
Xq bis X eine stetige Funktion des Varidbelenpaares (x, a) ist 

Man kann denselben Satz auch in der Form aussprechen: 

Hat mcm die Fu/nMian 

fix, a) 

zivischen den Grenzen Xq und X, «<, uml cc zu integrieren, so 
kann man die beiden Integrationen in beliebiger Beihenfolge aus- 
führen, falls die Grenzen der beiden Variabden von einander 
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ijmdbhängig gimd, umd die Ftmktwn f{x, a) im hUegmMons- 
gebiete die oben genannten Bedingungen erfüJU, 

Es wird sich später eine geometrische Interpretation dieses 
Satzes ergeben. 

486. AuBdehmuig d»r erksttenen Mtee auf dea Fall^ 
dafs die Grenzen des Integrales nnendlioh sind. Wir werden 
in Nr. 497 erkennen^ daJjs man jedes Integral in ein anderes 
ti»nsfonni«ccn kann, in welchem die Grenzen bdiebig. vor- 
geaehriebene Werte haben, indem mui för a: eine linear ge- 
brochene Funktion der neuen Veranderlichen t einfOhrt. Wir 
erhalten so eine Oleichang: 

X T 

(1) Jf{x)dx=.jF{t)dt, 

in welcher x^ und X die usspriiaglieh^i,, t^ und T di» neu 
vorgeschriebenen Grenzen bedeuten. 

Der Zusammenhang zwischen x und t wird durch eine 
Gleichung der Form: 

gegeben, in der a, &, a\H Eonstante sind. Diese Tiansfermation 
behält auch dann noch ihre Geltung, wenn bei einem Integral 
eine der Grenzen oder beide unendlich grois werden ^^ wie in 
Nr. 497 ausgeführt ist. Diese Bemerkung giebt uns die Mög- 
liehkeii, die Satze über die Differentiation und Integiution 
nach einem Parameter auch auf den Fall zu übertragen, dafs 
eine der Grenzen oder beide unendlich werden. Um die Ideen 
zu fixieren, betrachten wir das Integral: 


ao 


(3) u = Jf{x, a) 


dx 


«o 


und fragen, wie man dieses nach dem Parameter a zu diffe- 
rentiieren hat. Vorausgesetzt ist dabei, darfs Xq ron « unab- 
hängig ist. Eine Substitution (2) fiihrt das Integral (3) über in: 


u^jF{f, es) dt, 
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wo t^ und T feste endliche Werte sein mögen. Es besteht 
also die Gleichung 

oo T 

J f{^, «) fl^a? =^jF(t, a) dt. 

Utikmeii wir rma an^ dafs das Integral rechter Hand die 
Bedingungen der Differentiierbarkeit unter dem Integralzeichen 
erfüllt, so ist: 

Da aber termöge (1): 

f{Xya)dx^Fit,a)di 
ist, so folgt: 

ca. ca. 

und also auch durch Integration: 


00 

a 

d 

to Xq 


a J oa j dtc 


Ganz ebenso gestaltet sich ^q Untersuchung bei der 
Integration nach a, oder wenn die untere oder beide Grenzen 
des Integrales unendlich sind. Wir erkennen also: 

Um zu prüfen, inwieweit die Regeln vom Differentiieren 

X 

und Integrieren eines Int^rales if{x, a) dx nach einem Para- 

meter a auch dann noch anwendbar sind, wenn eine der 
Grenze Xq oder X oder beide unendlich sind, beachte man zu- 
nächst, dafs, wenn beide Grenzen oo sind, man das Integral 
als Summe zweier anderer schreiben kann, wo nur eine Grenze 
unendlich ist. Ist aber nur eine der beiden Grenzen unendlich, 
so transformiere man das Integral nach Nr. 497 mit Hilfe 
einer Substitution der Form: 

g + &e 
in ein anderes 
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\ fix, a)dx== j F(t, a)dt 


mit endlichen Gh^nzen t^ und T. Läijst sich das Integral 
rechter Ebnd nach dem Parameter differentiieren oder inte- 
grieren, so gut das Gleiche von dem nrsprüngUch gegebenen 
Integrale. 

§ 4. Anwendung der Regeln des TOrigen Paragraphen 
anf die Bereclinnng bestimmter Integrale. 

486. Die Integrale / ,_f und j e-^'x'^''^dx. Man 



überzeugt sich leicht, daJjs fOr die folgenden Beispiele die 
Forderungen des vorigen Paragraphen erfüllt sind. Wir be- 
ginnen mit: 

1. Es ist nach Nr. 477, wenn a > ist: 


OD 

/: 


dx n — 1 

— a 





Differentiiert man n-mal nach a, so folgt: 


oo 


also: 


/ l • 2 3 ♦ ■ n , 1 -SS • (2^—1) n 
* •* 


00 

,^ X r dx 1.36'- -(2»!— 1) 

^ ^ J (ic«_|_ a)"+^ 2.4. 6'"2n 




2. Nach Nr. 477 ist bei positivem a 


00 



und differentiiert man n — 1 mal nach a, so folgt: 


00 


(2) fe-o-x'-^dx = ^■^■^■■■(»-^\ 
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Setsit man ix »» 1^ so erhält mui äie G^leiohuBg: 


00 


(3) / e-* ir«-i dx={n — 1)! 



487. Die Integrale 

OD OO 

/g— /« _ ß— P« ,/* g— /* _ e^9X 
cos&a^dic und I sinöircia?. 
a? Ja; 



Multipliziert maaa die GleidbiuBg 


00 


/' 


g— »* da? =« — 


beiderseits mit da und integriert man von a = 6 bis a = a, 
so wird 


a OO 


6 6 

vertauscht man auf der linken Seite die Reihenfolge der 
Integrationen und beachtet^ da& 

a 


e-«* dtt = 


— c-*** 


X 
b 


ist, so gewinnt man die Gleidhung: 


OO 


i?^ = 10gy 

Setzt man 6 = 1, so wird 


QO 


dx = log a. 



In Nr. 477 wurde gefunden für a > : 


QO 




/ e~^'*' sin hx dx = -^ 


a« + &« 
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Integriert man beide Seiten nach a zwischen den Grenzen 
/ und g^ die beide positiv sein müssen^ so folgt: 


00 


cos hxdx = - log ^r^, 




00 




Nimmt man in der Gleichung (7) h als positiv an und 
lälst zunächst f nach konvergieren^ so laJst sich beweisen^ 
dafs die linke Seite stetig in den Wert 


/ 


00 

1 - e-^* 


X 


sin hxdx 


übergeht. Es folgt dies ohne Schwierigkeit aus der Erkenntnis 
(Nr. 471)^ dafs das Integral 


OD OD 


/Binhx j /'sin z j / t \ 




einen endlichen Wert hat. Demnach ist: 

00 


J ^ 




1 ß—S« Q 

— sin 6a; da: = arc tang ~- 


In diesem Integrale kann man g positiv unendlich werden 
lassen^ da beide Seiten stetig nach bestimmten Grenzen kon- 
vergieren, und sonach wird: 


00 


(8) /^'^* = f- («'>0) 



Es ist einleuchtend, dals, falls h negativ ist, der Wert 
des Integrales gleich — wird. 


2 

OD 


..«« ■« ^ 2 /* sin aa; COS & 05 , ta« 

488. Berechnung von — I dx. Die vor- 



stehende Formel (8) ist von sehr grofser Bedeutung und kommt 
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bei schwierigen Untersuchungen zur Anwendung. Ersetzt man 
h durch a + 6, und femer durch a — &, wobei a und 6 beide 
positiv und a>& angenommen werden, so folgt: 


00 00 


/Bin (a -{- b) X ^ n /* sin (a — ^)^ j ^ 

_ X ^^ — T' J X ^^ = Y 


• 


Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Integrale 
findet man: 


00 


/sin ax cos hx ^ n C sin hx cos ax •, ^ 

X ^^ — Y' J X a^ = ^- 



Diese beiden gehen durch Vertauschung der Buchstaben 
a und h aus einander hervor. Also ist 


00 




je nachdem a>& oder a<6 ist; beide Zahlen sind dabei 
als positiv vorausgesetzt. Für a = 6 wird das Integral gleich 


iS 


00 

sin 2 ax 


X 




dXy 


also gemäfs der Gleichung (8) gleich —- 

Wir haben also das Beispiel einer analytisch dargestellten 
Funktion der beiden Variabelen a und 6, welche unstetig ist. 
Der Wert dieser Funktion ist, abgesehen vom Falle a = 6, 
immer gleich 1 oder gleich 0, wenn a und h positiv sind. 

Wir wollen nun eine Anwendimg dieser Formel geben, 
welche zur Bestimmung eines neuen Integrales führt. 


00 


/cos OLX d X 
, — j- • Wir gehen aus von der 


Gleichung 


OD 


/ 


e~^*sin hxdx = 


a«+ &" 


cos "b •»-■ 

und multiplizieren beide Seiten mit — v— dh. Es wird 

8* 
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«B 


/ 


COS h ji J -• • 1. j eos bdb 




Indem wir nun nach 6 integrieren von 6 = bis 6 = c», 
und dabei auf der linken Seite zuerst die Integration nach h 
ausf&hren, was gestattet ist, ergiebt sich die Gleichung: 

OD OD OD 

/^^ , /* sin hx cos hdh P cos bdb 
€- axj g — j "SHTSi- 



Bas btegral nach x kann in zw« Teile zerl^ werden; 
der erste Teil besteht aus dem Integrale von o; = bis o; = 1, 
ddr aadei» «ns 4em Int^^nile von x^^l bis o; •-> oo. Solange 
aber a? < 1 ist, wird der Faktor 


OD 

sin bx cos bdb 





— 


4gMnals der Gl^ckuiig (9) in Nr. 488; und derselbe Faktor ist 
gleidh ^ , *w^TDi x>l ist. Die obige Fomiel wird also 


OD OD 


^ C^^ax^^ C^o^bdb 


oder 


OD 


J a" + 6* 2o 




4 cos bdb u ^^. 


Die Konstante a ist positiv. Setzt man also 6 «» a^, 
di =^ adXf so folgt: 


'«D 


,^ -,v / cos axdx Tt 

(10) Jf -T^f^'^T^' 



tmd 'dies ist die GHeichüng, welche wir ableiten wollten. 


OD 


490. Berechnung von fer'^dx. Wir wollen noch das 

-4-OD 00 

bestimmte Integral j er'^dx bdMChten, welches zu der Klasse 

OD 

von Integralen gehört, deren Theorie im folgenden Kapitel ge- 
geben werden wird. Der Wert desselben laJst sich leicht be- 
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stimmen^ indem man die Methode der Integration unter dem 
Integralzeichen anwendet. Wir setzen 


-4-00 00 

4=1 e-'^dx=^ 2 j er'^dx. 


« 

Substituiert man x = at, dx = adt, wobei a eine Kon- 
stante ist; so folgt 


er'^^adi, 



Multipliziert man mit 2e~"*rfa beide Seiten, so wäiid: 


-/■ 


00 


S' 


A2e~-'^da^4:(r'^da r er-^^adt 



Integriert man nun nach a, zwischen den Grenzen und oo, 
so wird die linke Seite gleich 

00 

Ä2fe-^'da = ÄK 



Aj}f der rechten Seite kßtm miui die Inte^iraition nach <t 
zmret ausfahren»; egf. ist: 

00 OD 00 00 

4 fe-^'^da fer'^^^'adt = 4 fdt /V«*<i+'*)arfa, 



und da das unbestimmte Integral des Differentiales 

2.e-«Mi+^)ai?tt = — ^ + const 

1 -j- t 

ist, so ist das Ergebnis dieser Integration 


OD 



V ! + «• " 2 



Also ist 

A^ — n 

lind folglich 

i^* 

(11) 

/ e~^dx = Yn. 


■^.co 
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00 


48L Das Integral f e^'^a:^* dx. Von dem letzten Integrale 

OD 

ausgehend gelangt man zn anderen, die hier noch ang^eben 
werden sollen. Bezeichnet a eine positive Zahl and ersetzt 
man x durch x Yä, so folgt: 

(12) Je-^^'rfar^^. (a>0) 

Differentiiert man diese Gleichung n-mal nach a, so er- 
halt man: 

/«^ 8«^ t/— 1-3-6.-- (2n— 1) — (*+4) 


oo 


und für a = 1 : 


(13) 




oo 


Bezeichnet man mit a eine reelle positive oder negative 
Zahl und ersetzt man in der Gleichung (11) x durch ar + a, 
so bleiben die Grenzen der Integration ungeändert und es wird: 


/-"^ 


g^«* + 2«a^^ = yjjg^^ 


oo 


Ersetzt man das zweideutige Zeichen auf der linken Seite 
einmal durch -|-, sodann durch — , und bildet alsdann die halbe 
Summe der Integrale, so folgt: 

+ 00 


oo 


Verwandelt man dann noch x in mx und a in — , so wird: 


+ 00 

(14) i ^"^^^ " 


'i±fi:idx^^:^ 

2 m 


00 


eine Gleichung, bei welcher m als positiv vorausgesetzt ist. 
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§ 5. Die Koeffizienten der Fourierschen Beihe. 

492. Die Integrale 

tt ft 

j cos mx cos nxdx und / ainmxsinnxdx, 



Die bestimmten Integrale 

n n 

(1) I COS mx COS nxdx, j sinmx sinnxdx 



haben alle beide den Wert null, wenn m und n ungleiche 
ganze Zahlen sind. Denn bildet man ihre Summe und ihre 
Differenz^ so erhält man: 


ft 


(2) 1 dx cos (m — n)x, j dx cos (m + n) x, 





und man erkennt ohne weiteres, dafs diese Integrale null sind^ 
weil cos (m — n)x und cos (m + w) a? die Ableitungen der 

Punktionen 

sin (m — n)x , sin {m -\-n) x 

m — n tn -\- n 

sind, welche far x = und x = x verschwinden. 

Ist aber w = w, so wird nur das zweite der Integrale (2) 

7t 

gleich null, während das erste sich auf jdx^^jt reduziert. 
Also haben die beiden Integrale ' ^ 


it n 


(3) — / cosmxcosnxdx y — I s\t\. mx sinnx dx 

' 

den Wert 1 oder 0, je nachdem die ganzen Zahlen m und n 
gleich oder ungleich sind. Dieser Schlufs setzt indessen voraus, 
dafs nicht gleichzeitig m = « == ist; in diesem Falle wird 
das erste der Integrale (3) gleich 2 und das zweite null. 

493. Die Fouriersohe Beilie für gerade und ungerade 
Funktionen. Es seien nun f{x) und F{x) zwei Funktionen 
von X'^ von diesen beiden Funktionen sei bekannt, dafs sie in 
konvergente Reihen der folgenden Art entwickelbar seien: 
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(4) f{pc) = •-^Ä^'\-A^e/o%X'\'A^cos2x'\'A^to%^X'\ \- An<io%nx-\ — • 

(5) F{x) = B^ sin a: + B, sin 2a; + Bj sin 3a; -| ^ £« sin na? -| , 

d. h. innerhalb des Intervalles Yon a; = bis a; = sr konvergiere 
die erste Beihe und ebenso die zweite allenihalben und ihre 
Werte seien bezüglich gleich f{x) und F(x), Die erste Beihe 
wird dann ftlr das Intervall von bis — x denselben Wert 
wie für das Intervall von bis -j- n darstellen; die zweite wird 
in jenem Intervalle Werte entiialten, die den anderen en^egen- 
gesetzt gleich sind. Aulserdem ist zu beachten, daCs die zweite 
Beihe für a;= und x = n denselben Wert^ nämlich null liefert, 
so dais wir also, wenn vollige Übereinstimmung zwischen der 
Funktion F{x) und der Sinusreihe bestehen soll, was wir zu- 
nächst voraussetzen, annehmen müssen, dals diese Funktion 
insbesondere die Eigenschaft hat, dafs i^(0) =*= JP(+ ar) = ist. 

Es sollen nun die Koeffizienten in den beiden Beihen be- 
stimmt werden. Der alte von Fourier eingeschlagene Weg^ 
ist der folgende. 

.2 

Multipliziert man die Gleichung (4) mit — cos nx dx und 

integriert alsdann von bis ^, so werden alle Glieder auf der 
rechten Seite null, mit Ausnahme des mit An multiplizierten^ 
welches den Wert eiii^t: 


(6) —An I' cos nx cos nxdx =^ A^. 



Es ist demnach 


n 


cos nxdx^==^An. 


Diese Gleichung besteht auch für n »= 0, d h. es ist 




2 . 

Multipliziert man ebenso die Gleichung (5) mit — sin nxdx 

und integriert alsdann von bis jt, so werd^i alle Gliader 
wiederum gleich null mit Ausnahme des einen, weldies den» 
Wert erhat 
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n 


sin nx sin nx dx =» S^ 


n« 


Es ist also: 


n 

0) i Sf(x) « 


(8) { 


sin nx dx = 5«. 

494. Die allgemeine Fonriersohe Beihe. Die Funktionen 
f(x) und F{x) haben die besondere Eigenschaft, dafs die erste 
eine gerade, die andere eine ungerade sein muls; sie bilden also 
nur einen besonderen Fall von periodischen Funktionen. Be- 
zeichnet man allgem^n mit F{x) eine Funktion, von der be- 
kannt ist, da& sie sich in eine konvergente trigonometrische 
Beihe entwickeln läfst, so hat diese Entwickelnng die Form: 

l^(a;) = — -4o+-^i cos a:+^ cos 2x'\-A^ cos 3ic-j \-An cos nX'\- 

+-Bisin a^+BgSin 2iP+J?3sin 3ic-| |-^nsin nx-\- 

Dabei ist zu bemerken, dafs diese Beihe für x =^0 bis 
X ^^2jc verschiedene Werte darstellt und zwar im Intervalle 
von x = 7t bis x=^2% denselben Wert wie im Intervalle von 
a; = — 7C bis x = 0, dafs sie also eine periodische Funktion 
ist mit der Periode 2ä; femer,, dafs sie für a; = denselben 
Wert annimmt, wie für a? = 25r, so dals wir also wiederum, 
wenn völlige Übereinstimmung bestehen soll, von der Funktion 
F{x) voraussetzen müssen, dafe 2^(0) =^ F{2yt) und allgemein 
F{x + 27ty^F{x) ist. 

Gehen wir nun zur Bestimmung der Ebeffizienten in der- 
selben Weise vor, so erkennen wir wiederum, da& die Integrale 

— l COS nx cos mx dx, — f sin mx sin nx dx 



gleich 1 oder gleich null sind, je nachdem die ganzen Zahlen 

m und n gleich oder ungleich sind. Ist w = m = 0, so wird 

das erste Integral gleich 2 und das andere null. Auch sieht 

man, dals das Integral 

in 

Psin mx ces n<ßdx 

0. 


122 Drittes Kapitel. 

immer null ist. Multipliziert man also die Gleichung (8) mit 
^ cos nxdx und ebenso mit ^sinnxdx, und integriert man 
dann jedesmal von x = bis x = 2%y so folgt: 

(9) A^=— I F(x) cos nxdx, 



2n 


(10) ^« = "i" f^ (^) ^^^ ^^ ^^ ' 



und die Gleichung (9) gilt auch fcLr n = 0; sie ergiebt in 
diesem Falle den doppelten Wert Aq des von x unabhängigen 
Koeffizienten in der Entwickelung der Funktion F(x). 

Anmerkung. Man kann auch in die Beihenentwickelung 
anstatt der trigonometrischen Funktionen die Exponential- 
funktion mit imaginärem Argument einfahren. Alsdann kann 
die Gleichung (8) geschrieben werden: 


n= — Qo I 


wobei An eine komplexe Zahl ist. Multipliziert man dann beide 
Seiten mit g— g— »»*• und integriert von bis 2x, so folgt: 

F(x) e-"»^' dx =^ An ^ /e^»-"»)*' t?a;. 


2 

27r 


Das Integral f€f^^—^^'*dx ist gleich 2i7r, für w = m, aber 



gleich null^ sobald m und n yerschieden sind; folglich ist 

^m = ^ jV(^) e-'"^' C?a; , 


und in dieser Gleichung kann m alle Werte von — oo bis 
+ oo annehmen. 

Die einfache Methode, wie hier die Koeffizienten einer 
trigonometrischen Reihe bestimmt sind, durch welche eine 
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Funktion F{x) definiert ist, beruht auf zweierlei Voraus- 
setzungen. Wir nahmen an, erstlich, daJÜs von der Funktion 
F(x) bekannt ist, dafs sie sich in eine trigonometrische Reihe 
entwickeln lälst, zweitens, dafs diese trigonometrische Reihe 
die gliedweise Integration gestattet, was der Fall ist, wenn sie 
gleichmäXsig konvergiert. Nur unter diesen Beschrankungen 
ist der Satz bewiesen, dem man auch die Form geben kann: 

In jeder trigonometrischen Beihe 

Y -^0 + 5/ (^* ^^^ *^ "1" ■^* ®^^ *^)' 

welche im Intervalle von bis 2% eine stetige Funktion F(x) 
definiert und zugleich gleichmäfsig konvergiert, haben die Koeffi- 
zienten Ajc vmd Bk die Werte: 

Äk = — I F(x) cos kx dx, Bk = — / F(x) sin kx dx, 



Zumal die zweite Voraussetzung beeintnlchtigt die all- 
gemeine Anwendbarkeit dieses Satzes, und das eigentliche 
Problem, um welches es sich bei der Einführung der trigono- 
metrischen Reihe handelt, ob nämlich jede im Intervalle von 
bis 2 iTT irgendwie definierte Funktion in eine trigonometrische 
Reihe entwickelbar ist, wird hiermit keineswegs beantwortet. 
Ein kurzer Abrils der Theorie dieser Reihe ist daher am 
Schlüsse dieses Buches gegeben. 

% 6. Die Transformation der Integrationsyeränderlichen. 

495. Problemstellung. Es sei das bestimmte Integral 

A' 

f f(x)dx gegeben. Will man für x eine andere Variabele t 

einführen, so dals /p __ ^ /^^ ^ 

und setzt man: 

so wird (Nr. 418): 


X 


ff{x)dx= jF(t)dt, 
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w^on man mit t^ den Wert bez^kshnet, welcher zum Wertß 
X s^ Xq gehört. Wenn man nun weiter a? =» X einführt imd 
man nennt T den Wert, welcher zu a; = X gehört, so folgt: 

X T 

(1) Jf{x) dx — jF{t) dt. 


Xo 


Diese Gleichnng erfordert aber einige Vorbedingungen, 
wenn sie nicht zu falschen Resultaten fähren soll. Wenn näm- 
lich die Funktion qf{() nicht so beschaffen ist, daJs in dem 
fraglichen Intervalle jedem Wert von t nur ein Wert von x 
entspricht, so kann es eintreten, dafs man, um eine stetige 
Reihe von Werten x zu erhalten, die von x^^ bi& X gehen, 
nach einander verschiedene Bestimmungen der Funktion tp(i) 
anwenden mufs. In diesem Falle mufs man also einsehen, 
wie die verschiedenen Transformationen der Variabelen nach 
einander auszuführen sind. 

496. Beispiel. Ein sehr einfaches Beispiel wird das Ge- 
sagte deutlich machen. Wir betrachten das Integral 

X 


f 


dx 




wobei X positiv ist. Dasselbe kann auf ein elliptisches Integral 
zurückgeführt werden vermittelst der Substitution: 

woraus folgt: 

dx y^ 1 dt' 


Will man, dals x und t zugleich null werden, so hat 
man für sehr kleine Werte von t 

zu wählen. Wächst hier die Variabele t von bis 1, so 
wächst auch x von bis 1. Soll aber die Variabele x Werte 
annehmen, die grölser sind als 1, so mufs man 
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setzen. Läfet man hier t Ton 1 bis variieren, so wächst x 
von 1 bis öo. 

Es sei nun T der Wert von t, welcher zu o? = X gehört. 
Ist X< 1, so ist auch T kleiner als 1, und man erhält: 

Ist aber X> 1, so wird 

Air 

/ dx 1 r dt , 1 r dt 
>^l + rr« 2>^ J Yt — t* 2Y2J —Yt — t* 

Man kann die Grenzen des zweiten Integrales vertauschen, 
wenn man das Vorzeichen in das entgegengesetzte verwandelt; 
es tm-d also dieses Integral gleich 


/. 


dt r dt r dt 


Vi 



und also erhält man fiir den Fall X>1: 

X 1 r 

r dx 1^ r dt i__ r dt 

Diese Gleichung ist, wie man sieht, sehr verschieden von 
der Gleichung (1), die sich auf den Fall X < 1 bezieht. Für 
X =>= 1 .geben beide Gleichungen übereinstimmend: 

/dx __ 1 /» ^dt 
>/r+^ 21/2 j Yt-t' 


407. TMüitformation der Grenaen. Es gilt der 

X 

Satz: Jedes bestimmte Integral rf(x)dx hmn du/rch eine 
lineare 8id)$titution: ' 

T 

in ein anderes rF(t)dt verwandelt werden, dessen Grrenzen t^ 
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und T zwei mUkürlich gewählte Zahlen sind, von denen auch 

eine fmendlich sein kann, 

z 

Ist das vorgelegte Integral jf{x)dXj wobei ^Cq und X 


*o 


endliche Zahlen sind, und setzt man 


X — Xq t — Iq 1 dx dt 


wobei t eine neue Variabele, t^ und T irgend welche Zahlen 
bedeuten , so wird t=tQ für x =^ Xq und f == T für a? = X. 
Polglich ergiebt diese Substitution, die offenbar die Gestalt (1) 
hat, ein Resultat von der Form: 

X T 

ff(x)dx = jF(t)dt. 
Wendet man dagegen die ebenfalls lineare Substitution an 

X "~~ Xq V ~~" Vq 


X-x, t-t, + l' 
so wird t = tQ für x = Xq und ^= -f- oo für a? = X; also wird 

X 00 


Jf(x)dx = jF(t)dt, 


und nimmt man ^^ = 0, so ist 

X oo 


ff{x)dx=fF(t)dt', 




es ist einleuchtend, dafs die umgekehrte Substitution das 


00 


Integral i F(t)dt auf die Form j f(x)dx bringt. Vertauscht 

man t mit — t, so werden die Grenzen — cx> und 0, und dem- 
nach kann man thatsächlich t^ und T irgend 2 Zahlen gleich 
machen, von denen eine unendlich sein kann. 

498. Verwandlung eines unbestimmten Integrales in ein 
bestinuntes. Wir haben gesehen, dafs ein unbestimmtes Integral 
in der Weise eines bestimmten dargestellt werden kann, indem 
man die untere Grenze, mit welcher die Integration beginnen 
soll, willkürlich fixiert. Auf Grund der vorigen Überlegung 
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kann man nun noch hinzufSgen, da& ein unbestimmtes Integral 
auf unendlich viele Weisen durch ein bestimmtes ausgedrückt 
werden kann^ dessen Grenzen sich ganz willkürlich fixieren 

lassen. Denn ist das unbestimmte Integral lf{x)dXy so ist: 


Jf{x) dx =Jf{x) dx + C, 


«o 


wobei C eine willkürliche Konstante bedeutet. Bezeichnet man 
die Variabele unter dem Integrale mit a, so ist 


X 

Jf{x) dx = ff{a) da + C-, 


«0 
X 


I f(a)da ist das bestimmte Integral des Differentiales f(a)da, 

gebildet zwischen den Grenzen x^ und x. Auf dieses kann 
man nun die Transformationen anwenden, von denen im vorigen 
Paragraphen gehandelt wurde. 

Betrachten wir z. B. das unbestimmte Integral 

wobei wir den Exponenten n als positiv annehmen. Dieses 
Integral ist gleich 

X X 

j x'^-'^ e-'' dx + G oder / «"-^ 6-«rfa + C. 



Setzt man 

a = tXj du == xdtj 

so geht dasselbe über in 


1 




oder wenn man den Faktor x^ aus dem Integralzeichen heraus- 
hebt, in 
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Das elliptiache Integral erster öattnng z. B. 

/ dx ^^ r da 
}/(l^x'){l — k*x^ ~ J y(l — a*) (1 -^="F^ 



wird, wenn man wiederum 
setzt, gleich 

J V(l — »•*") (1 — *»ar*f^ 


1 




Viertes Kapitel. 

Theorie der Eulersclieii Integrale. 


§ 1. Definition nnd Eigenschaften der Enlerschen 

Integrale. 

499. Die Eulersohen Integrale erster und zweiter Guttung. 
Mit dem Namen ^^Eulersche Integrale^^ hat Legendre die 
beiden bestimmten Integrale: 

1 CO 

/ x^-^ (1 — xf-"^ dx, I e-^'xP-^ dx 



bezeichnet^ welche zuerst von Euler untersucht und seitdem 
von vielen Mathematikern weiter erforscht worden sind. Die 
Theorie dieser Integrale ist von grundlegender Bedeutung, 
ihre Entwickelung soll uns in diesem Kapitel beschäftigen, 
das eine Er^lnzung des vorigen bilden wird. 

Das erste Integral hängt von zwei Parametern p und q 
ab; wir werden es mit B{jß, q) bezeichnen. Das zweite hängt 
nur von dem einen Parameter p ab; wir werden es mit 
Legendre durch das Symbol r(jci) darstellen. Es ist also 

1 

(1) B(p, q) =J^^~' (1 — soy-^dx, 


oo 


(2) r(p) = / e-^ xP-^ dx ; 



e bezeichnet hier wie gewöhnlich die Basis des natürlichen 
Logarithmensystems. 

Serret, Diff.- u. Integral-Bechnung. II. 2. Aufl. 9 
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Die Fonktioiien B{pj q) heilsen die Eulerschen Integrale 
erster Oattnng, die Fanktionen r(ji) die Integrale zweiter 
Oattnng. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dajjs diese Funktionen endlich bleiben, ist die, daCa die Para- 
meter p und q positiv sind, oder daJs ihre reellen Bestand- 
teile positiv sind, fiedls die Parameter komplexe Werte haben. 
In diesem Falle hat man eP^' an Stelle von x^ zu setzen, 
und analog bei den anderen Faktoren. 

Den Integralen B lalst sich noch eine andere Form geben. 
Setzt man 

in die Gleichung (1), so muls das Integral in Bezug auf y 
zwischen und <x> genommen werden; schreibt man schliels- 
lich wieder x statt y, so wird 


OD 


(3) ^(^'^')-f^£^.^-> 


oder auch 


00 


— r- dx + I -3- dx . 


Ersetzt man in dem zweiten Integrale x durch — , dx 

durch j> so werden die Grenzen 1 und 0. Indem man 

das Vorzeichen des Integrales ändert, kann man dieselben ver- 
tauschen, und man erhält 

1 1 

—r-dx+ I ZT^dXy 

^ (1 + ^)' + * «/ (1+^)' + * 

oder 

1 

(4) B(j., ,) -f'-^i^. 

Diese Gleichung zeigt, dals die Funktion B(p, q) sym- 
metrisch in Bezug auf die beiden Argumente p und q ist, 
so dals also B{p, q) = B{q,p) 

ist. Diese Eigenschaft läJst sich übrigens auch aus der 
Gleichung (1) erkennen; denn wenn man daselbst a; in 1 — x 
verwandelt, so wird direkt B(p, q) in B{q,p) transformiert. 


dx. 
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500. Bödxiktion der Integrale erster Gktttnng auf die 
der zweiten« Wir wollen nun zeigen ^ dals sich die Funktionen 
B{py q) durch die Funktionen r(jsl) ausdrücken lassen^ so 
daJjs man sich blois mit diesen letzteren zu beschäftigen hat. 

Bezeichnet man mit m eine positive Eonstante und setzt 
in der Gleichung (2) der Nr. 499 x = mx\ so wird 


00 


(1) rO) = mP j e-"»*' x'P-^ dx\ 


oder 

OD 

,' e-"^"^ x' ^-^ dx' . 




OD 


Diese Gleichung^ von welcher man in der Analysis öfters 
Gebrauch zu machen hat, dient uns zur Losung der Aufgabe, 
die wir im Auge haben. Denn nach dieser Formel ist 


00 




und also lälst sich die Gleichung (3) der Nr. 499 folgender- 
maßen schreiben: 


00 OD 


Die Reihenfolge der Int^rationen kann yertanscht werden, 
nnd also wird 


OD OO 


^(JP> «) = r(F+S /«"''*'"■*■*"' ''*' fe-'''xp-^dx. 




OD 


Nach Gleichung (1) ist aber fe-'^x^^^ dx gleich — r(|)); 
demnach wird ^ 


00 




womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Nunmehr 

gehen wir zur Untersuchung der wesentlichsten Eigenschaften 

der Funktionen zweiter Gattung über. 

9* 
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60L r(jp) = (jp — 1) r(p — 1). — Integriert man das 
Differential x^^^ • e^'dx teilweise, so folgt: 

I x^-^e-'dx = — xf^e-'+ (p — l) 1 e-'xP-^dx. 

Ist |9> 1, so verschwindet das erste Glied der rechten 
Seite an den Grenzen und oo, und man erhält 

GO QO 

l xf^—^ e—' dx = {p — 1) I e-'x'-'dx, 
d. k " 

(1) r(i,) = (p-i)rO-i). 

Diese Gleichung drückt die erste Eigenschaft der Funk- 
tionen r aus. Man folgert aus derselben unmittelbar, indem 
man mit m eine ganze Zahl kleiner als p bezeichnet: 

(2) r(i)) = o-i)0-2)...o-m)ro-m), 

und hieraus folgt: Ist der Wert der Funktion F bekannt für 
alle Werte des Argtimentes p zwischen und 1, oder allge- 
meiner zwischen zwei positiven ganzen auf einander folgenden 
Zahlen, so ist diese Funktion auch bekannt fcLr alle anderen 
reellen positiven Werte des Argumentes. 

Ist p eine ganze Zahl und setzt man m = p — 1 in der 
Gleichung (2), so folgt: 

ro) = i.2.3...o — 1) r(i). 

Da aber das Integral j e'^'dx gleich — ß— * + (7 ist 
so wird: 


oo 


(3) fe-^dx==r(l) = l, 

also 

(4) r(p) = 1 . 2 . 3 . . . (i) — 1) = O — 1)! 

Ist also p eine ganze Zahl gröfser als 1 , so reduziert sich 
r(p) auf das Produkt der p — 1 ersten ganzen Zahlen, d. h. 
auf p — 1 Fakidtat, ein Resultat, das schon in Nr. 486 er- 
halten wurde. 
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502. r(p) r(l —p) = ^-^ • — Die Eigenschaft, welche 

wir nun nachweisen wollen, gestattet das Zahlenintervall der 
Einheit, welches nach dem vorigen Satze fiir die Berechnung 

der Funktion F ausreicht, auf das Intervall — zu reduzieren. 

Sie liefert z. B. die Werte der Funktion, welche zu den Werten 

— bis 1 des Argumentes gehören, sobald man die Funktion 

für die Werte zwischen und — kennt. 

Setzt man in der Gleichung (2) der Nr. 500 q= 1 — jp, 
indem man hier p als eine Zahl zwischen und 1 annimmt, 
so wird, weil r(l) = 1 ist: 

und also nach der Gleichung (3) der Nr. 499 : 


00 


ro)r(i-i,)=j4-i^. 




7t 


Wir wissen aber (Nr. 478), dafs dieses Integral den Wert 
hat; folglich ist 


sin p TT 


(1) ^(»m-i»)»,^^« 

Diese Gleichung stellt die zweite Eigenschaft der Funktion F 
dar. Nimmt man im Besonderen p = — an, so liefert sie 

also 


00 


(2) r{-^)==y^=Je \ ^dx. 



Diese Gleichung unterscheidet sich nicht von der in 
Nr. 490 erhaltenen. Denn setzt man in dem Integrale x^ an 
Stelle von x, so wird 

00 -|- 00 

r(y) = 2 fe-"^ dx = Te-^ dx . 


— 00 
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508. r(p)r(i>+ Y) = -^^r(2^).— Niinmt manin 

der Gleichung (1) der Nr. 499 q=p an, so wird 

1 

(1) B(jp,p)^f[^-(^^^)J-'dx. 



Man sieht, daCs die zu int^rierende Funktion dieselben 
Werte bekommt, wenn x die Werte y "+" * ^^^ T — * ©rhalt; 

hieraus folgt, dafs man das Integral von bis ~ bilden kann, 
wenn man den Wert desselben verdoppelt, so daCs also 


B(i>,i>) = 2/[4-(i--a.)] 


dx 

f L 4 \Z / -I 

Ö 

ist. Setzt man nun — — x = -^Vy, dx=^ — "r~F> ^^ werden 

die Grenzen des Integrales in Bezug auf y, 1 und 0; vertauscht 
man sie, indem man das Vorzeichen ändert, so wird 

1 

d.h. " 

(2) B{p,p)^^,B{\,p)- 

Ersetzt man B durch seine Werte in F nach der Gleichung (2) 
der Nr. 500 und F (yj durch den Wert "j/^, so folgt: 

(3) r(i,)r(i, + |) = ^r(2i,). 

Diese Gleichung drückt die dritte Eigenschaft der Funk- 
tionen F aus; sie ist in einer anderen viel allgemeineren ent- 
halten, welche wir später entwickeln werden. 

§ 2. Die Funktion lF{x). 

504. Darstellung von l F (x) durch ein bestimmtes 
Integral. Differentiiert man die Gleichung 
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OD 


r(x)=Je-yy"'^dy 




und bezeichnet man mit F' (x) die Ableitung von r(x) , so folgt 


OD 


r(x)^Je''Vyz-Hydy, 




Die Gleichung (1) der Nr. 500 ergiebt, wenn man |>sb 1 setzt: 

00 


7'ß- 


y'dzy 


und wenn man diese Gleichung mit dy multipliziert und als- 
dann zwischen den Grenzen 1 und y integriert, so wird, wie 
wir schon in Nr. 487 sahen: 


OD 




Führt man diesen Wert Ton ly in den obigen Ausdruck 
för r\x) ein, so erhält man: 


00 OD 


r{x) = A""^ r-\dyj ^ '~^ dz. 



Man kann die Reihenfolge der Integrationen vertauschen 
und schreiben: 

OD r— 00 OD —1 

r'(x) = r ^ e-'Je-y r-^ dy —fe-(^+'^* r*' fiy ■ 

Das erste der in der Klammer enthaltenen Integrale ist 
r(x)', das zweite hat (Nr. 500) den Wert -^^^] also ist 


00 


r w - rw/[e-. - jj^] f 




oder, indem man mit r(x) dividiert: 


oo 


(1) ^=/[— (1+^)-]^- 
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Multipliziert man diese Gleichimg mit dx nnd integriert 
sie alsdann zwischen den Grenzen 1 xmd Xy so folgt , weil 
Zr(l) = U = ist: 


(2) ir(.) - f[^. - X) — " + ";;-// ""•] 


Diesen Ausdruck für ir(x) kann man folgendermafsen 
Tereinfachen. Setzt man a7=2, so wird, da ZF(2)=Z1=0 ist: 


OD 


MultipKziert man nun diese Gleichung mit a; — 1 und 
subtrahiert sie alsdann von der Gleichung (2), so folgt: 

(4) ir(.) -ß.- 1) (!+.)-- <■+'>- 7"+'n nrFg- 

Setzt man hier Z(l-j-jßf) = y, z = eßf — 1, so ist das Inte- 
gral nach y ebenfalls zwischen den Grenzen und oo zu bilden, 
und man erhalt schliefslich 


QO 


(6) in.)-J[(.-v„-.-'-={^y-f. 



Auf Grund der früher gemachten Vorbemerkungen hat 
man sich zu überzeugen, dals in der That die bei der Her- 
iQitung dieses Integrales angewandten Rechnungsoperationen 
statthaft sind« 

505. ESntwickelmig von ir(x) in eine Beihe von Loga- 
rithmen. Differentiiert man die zuletzt erhaltene Gleichung 
nach Xy so folgt: 


OD 




und durch wiederholte Differentiation: 

00 


niM = C^y£::L dy. 

dx* J x — e-y 
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Ersetzen wir hier den Faktor durch seinen Wert 

1— c-y 


so erhalten wir: 


i^e-y' 


OD 00 




00 00 

//» -(ar + n)y 





Indem man jedes Glied vermittelst der Gleichung (1) der 
Nr. 500 auswertet, und von dem Restgliede, durch zweckmäfsige 
Anwendung des Mittelwertsatzes auf das in die Teile von 
bis 1 und 1 bis oo zerlegte Integral, nachweist, dafs es mit 
beliebig wachsenden Werten von n beliebig klein wird, erhält 
man die Entwickelung: 

^^^ dx^ x*^ (x+ 1)« ^ (x+ 2)« y (x + sy^ ' 

welche für jeden positiven Wert von x gilt. 

Integriert man diese in jedem endlichen, x = nicht ent- 
haltenden Intervalle gleichmäfsig konvergente Beihe zwischen 
den Grenzen 1 und x^ so folgt: 

(3)--^W = _C+(l-i) + (i-4,) + (i-^) + .., 

und diese Reihe konvergiert wie die, aus deren Integration 
sie hervorgegangen ist, für alle positiven Werte von x. Die 
Konstante — G ist gleich dem Werte, welchen die Funktion 

— -T-^ für x=l annimmt, und also ist zufolge der Gleichung (1): 
dx 

00 



Diese Gröfee heifst die JEulersche Konstante^ wir werden 
gleich sehen, auf welche Weise man ihren Wert berechnen 
kann. Integriert man die Gleichung (3) nochmals zwischen den 
Grenzen 1 und rr, so folgt, weil IFl = ist: 
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Man kann diese Gleidiung auch leicht von der Konstante C 
befreien. Denn setzt man hier x = 2, so wird: 

(6)0— 0+(i-li) + (i-!|)+...+(i-i=±i)+.... 

und subtrahiert man von der Gleichung (5) diese ^ nachdem 
man sie mit x — 1 multipliziert hat^ so erhält man: 

(Zr(a:) = [(a;-l)Z|-?f] + [(a;-l)z|-Z^] + ... 
(1)1 

oder in abgekürzter Schreibweise: 


mssaco 


(8) zr(a.)=2'[(^-i)Ki+i)-^(i+^)]- 

Wir wollen mit Z (1 + fim) diö Summe der Glieder be- 
zeichnen^ welche in den Gleichungen (7) und (8) auf das m*® 
folgen. Da die Reihe konvergent ist, so wird €m für m »= (x> 
zu null; man hat also 

oder^ wenn man vom Logarithmus zum Numerus übergeht: 

^(^) ^ x(x + l) . . . (aj + « - 1) V+m) 0- + ^m)] 

da der Faktor (l -| ) für w = oo die Grenze 1 hat, so 

kann man ihn mit (l-^Sm) vereinigen und also schreiben: 

(9) r{x) = ^(a:+l)(a; + 2)...(a; + «i-l) ^ + *"») ' 
d. h. es ist: 

(10) r(a:) = lim , _L . w' V o^ "^^ f 1' T^• 

Wir bemerken noch, daCs die Gleichung (6) ftlr die 
Eulersche Eonstante die Darstellung giebt: 

(11) C = lim[l + y + Y+- + ^ — iw] für m = (X). 
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506. Eintwiekeluiig von l F(l -1- ^) ^ ^^^ Fotensreihe. 

Setzt man in der Gleichung (2) der vorigen Nummer fOr x 
den Wert a; + 1, so erhält man: 

... d^ir{i + x) _ 111 . 

^^^ dx* (0? + 1)«"^ (aj+-2)« •" (a; + 3)« •" ■ ' ' 

und differentiiert man n — 2-mal, so wird: 

^ ^ ♦»•' dx"" ^ L(«+ir («+ 2)" j 

Setzen wir nun allgemein: 

' 2" 3* 4" 

so ist för a; = 0: 

ir- <rzr(i+.) l g. 

♦»iL doj* J ^ "^ ^ 

a?=0 

falls n>l ist; femer hat man 

[^l£^] c, iri = o. 

«3bO 

Die Formel von Mac-Laurin giebt also für alle Werte 
von X zwischen — 1 und + 1 • 


X^ r^ X' , n, X' 


(3) ir(l-\.x) = -Cx + S,^-8,^-\-8,'^ ; 

denn man überzeugt sich leicht, dais das Bestglied der Ent- 
wickelung bei diesen Werten von x nach null konvergiert. 
Diese Grleichimg ist für eine numerische Rechnung noch nicht 
bequem, weil die Summen 8n nicht rasch abnehmen, aber 
man kann leicht besser konvergente Reihen bilden. Addiert 
man zu der erhaltenen die Reihe: 


X* . X^ X* 


SO folgt: 

Die Glieder dieser Reihe nehmen rasch genug ab, man 
kann aber die Konvergenz noch verstärken. Setzt man fElr x 
den Wert — a;, so wird 

(5) irO—x) i(i-x)-(l-C)x+liS,-l)x'+l(8,-l)x» + • • . 
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Nun ist 

r(i-\-a;)=^xr(x), r(x)r(\-x)=:^, 

multipliziert man diese Gleicliimgen, so wird 

r(i+x).r(i-^) = 5j£-^, 

also 

ir{i-\-x)-\-ir{\—x) = i ""^ 


sin nx 

Addiert man diese Gleichung zur Gleichung (4)^ subtrahiert 
alsdann die Gleichung (5) und dividiert das Resultat mit 2y so 
folgt (— l<a;^ + l): 

(6) ini+x)^\l^^-\l'^^H^^ 

Nach den oben bewiesenen Eigenschaften ist die Funktion F 
fdr alle positiven Werte des Argumentes bekannt^ sobald man 

diese Funktion für die Werte zwischen und -^, oder — 

und 1, 1 und 1 + ^ ^^- tennt. Die Gleichung (6) lalst nun 

ir{l + x) für alle Werte von x zwischen und — sehr rasch 

berechnen. In seinem Traitedesfonctions 6Qip%ue$hat Legendre 
die Werte von S» von n = 2 bis w = 35 auf 16 Dezimal- 
stellen gegeben. 

Nimmt man in der Gleichung (6) a? = 1 und aj = — an, 

was ?r(2) = und ?r(-|-) = l{~V^) Kefert, so erhält man 

zwei Gleichungen, welche zur Berechnung der Konstante C 
dienen können. Man findet, indem man beachtet, da& 

Z_J^^ + ?(1_^) = wird für ic=l: 
Bin TTo; ' ^ ^ 

l-C==|?2 + i-(S,-l) + i-(S,-l) + i-(S,-l) + ..., 

l_C=i|. + ^(S,-l) + ^-L(5,-l) + ^(Ä,-l)+... 

Es genügen vier Summen S, um C auf 15 Dezimalstellen 
zu erhalten; man findet so: 

(7) C = 0,57721 56649 01532 8. 

Wir werden später ein noch rascheres Verfahren zur Be- 
rechnung von C kennen lernen, welches überdies nicht die 
vorangehende Berechnung der Summen S erfordert. 
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dir(x) 

507. Bereohnung von , für rationale Werte von x. 

dir(x) 

Die Funktion , laJflt sich in geschlossener Form durch 

eine endliche AnZiahl von Gliedern allemal dann ausdrücken^ 
wenn x eine rationale Zahl ist. Addiert man namlioh die 
beiden Gleichungen (1) und (4) in Nr. 505, so folgt 


OD 




oder, wenn man e~'V = z setzt: 




m 


Ist nun x= —^ wobei m und n ganze Zahlen sind, und 
setzt man jg? = ^, so erhält man: 


Hier ist die zu integrierende Funktion eine rationale, und 
folglich laXst sich das Integral durch algebraische, logarithmische 
oder cyklometrische Ausdrücke darstellen. Man erhält z. B. für 


_ 1 


dir{x) 


1 
= -C-2 f-^ = -C-M. 


dx 



Reduziert sich x auf eine ganze Zahl, so giebt die 
Gleichung (1): 

^ + ^ = /(l + i^ + ^* + • • • + 0'-')dg, 
also: 

(2) ^ + (7=1 + | + | + -- + ^- 

Die in dieser Gleichung enthaltene Summe ist unter dem 
Namen der harmonisdien Beihe bekannt. 


142 Viertes Kapitel. 

508. Das MiniTifiTiTn von r(x). Die Gleichung (2) der 
Nr. 505 zeigt^ daCs die Funktion , , positiv ist für alle 
Werte der Variabelen a?, welche als reell und positiv ange- 
nommen ißt; folglich ist die Funktion , oder -j^ eine 

beständig wachsende. Femer erkennt man aus der Gleichung (3) 
derselben Nummer, daCs diese Funktion gleich — oo wird 
för X = und gleich + oo fOr a; = + oo. Hieraus folgt, 

dalj9 die Funktion _, . ■ nur ein einziges Mal null wird, dals 

also die Funktion ir(x) und folglich auch die Funktion r(x) 
nur ein einziges Minimum hat. Dieses Minimum tritt f£Lr 
einen Wert von x zwischen 1 und 2 ein, weil r(2) = r(l) ist. 

Wird X null, so wird die Funktion 

^ ^ X X 

unendlich. Wächst x bis + oo, so nimmt r(x) solange ab, 
bis es seinen Minimalwert erreicht hat und wächst dann wieder 
bis + oo. 

Um den Wert von x zu erhalten, welcher zu dem Mini- 
mum der Funktion F(l +a;) gehört, hat man die eine positive 

Wurzel der Gleichung V(l + a;) = oder \. ^ = zu 

bestimmen. Aus der Formel (4) der Nr. 506 erhält man die 
Gleichung: 

= -^ + (l-(7) + (Sf,-l)a:-(S,-l)a;»+-.. 

Man erkennt hieraus leicht, da(s die Wnrzel zwischen 
0,4 und 0,5 gelegen ist, und findet weiter durch bekannte 
Annäherungsmethoden : 

l+a; = 1,4616321... 

Femer erMlt man aus der Gleichung (4) oder (6) der- 
selben Nummer, dafs ftlr diesen Wert von x: 

ir{l + «) = 1,9472392 . . . , 
dafs also: 

r(l + a;) = 0,8856032 . . . 

das fragUche 'Minimum wird. 
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§ 3. Die Funktion r{x), anfgefafst als nnendliches 

Produkt. 

509. Die Produktdarstellung von r(x). Da 

ist, wenn x eine ganze Zahl ist, so kann die Funktion r(x) 
zur Interpolation der Reihe dienen, deren allgemeines Glied 
1 »2 ' 3 ' ' ' (x — 1) ist. Denn diese Formel drückt in der 
That dieses Produkt vermittelst einer stetigen Funktion von x 
aus^ in welcher die Yariabele alle komplexen Werte annehmen 
kann, deren reeller Bestandteil positiv ist. Die Gleichung (8) 
oder (10) der Nr. 505 liefert aber eine noch weit allgemeinere 
Art der Interpolation, denn sie läist das Produkt 1 • 2 • 3 • • • {x — 1) 
durch eine stetige Funktion von x darstellen, bei welcher die 
Variabele einen beliebigen reellen oder komplexen Wert an- 
nehmen kann; nur fftr den Wert a? «= 0, sowie für aUe ganzen 
negativen Werte wird diese Funktion unendlich. Da dieses 
Resultat von grofser Wichtigkeit ist, so ist es nicht überflüssig, 
einzusehen, wie man durch ganz elementare Betrachtungen 
unmittelbar zu diesen Formeln gelangt, wenn man die numerische 
Funktion 1 • 2 • 3 • • • (a? — 1) zu interpolieren sucht. 

Es seien x und m zwei ganze positive Zahlen, so kon- 
vergieren die a? — 1 Brüche 

w»+l w-|-2 w + a; — 1 

m ' m ' m 

nach dem Werte eins, wenn m unbegrenzt wächst und x 
konstant bleibt; dasselbe ist mit dem Produkte dieser x — 1 
Brüche der Fall, und man erhält: 

(m + l)(w + 2) - . .(m + a; — 1) _ . , 




wobei €m eine Zahl ist, welche für m «= c» verschwindet. Denn 
es ist: __ 

weil j , «-1 
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ist. Folglich ist €m<. e ^^ — 1, und wird mit unbegrenzt 

wachsenden Werten von m gleich nulL Multipliziert man die 

beiden Seiten der obigen Grleichung mit 1 - 2 - - » m, so erhält 
man vermittelst einfacher Umformung 

^ (1 • 2 • 3 • • • w) m /-^ 1^ N 

^ "" 1 . 2 . 3 . . .(m + x—l) ^^ "^ ^""^^ 

und wenn man weiter mit 1 • 2 • 3 • • • (a; — 1) multipliziert: 


ar— 1 


1 . 2 . 3 • • . (a;-l) = a-a8--m)m- (! + «„), 

oder 


x—l 


l-^-^-(^-l)°"°- .g+%'..(r+V-l) (für «. = 00). 

Dies ist genau die Gleichung (10) der Nr. 505 für den 
Fall eines ganzzahligen x, und ohne Schwierigkeit läist sich 
hieraus die Gleichung (8) derselben Nummer ableiten. 

Gauss hat in seinen Untersuchungen über diesen Gegen- 
stand die Gleichung (10) als allgemeinen Ausdruck zur De- 
finition der Funktion r(x) gewählt, desgleichen ist Liouville 
{Journal de Mathem. 1. S. T. XVII), indem er denselben Aus- 
gangspunkt annahm, zu mehreren interessanten Sätzen gelangt. 
Man erkennt aus der obigen Herleitung, dafs dieser Weg in 
der That ein naturgemäfser ist.*) • Nach der Entwickelung, 
welche wir gegeben haben, ist die rechte Seite der Gleichung (8) 
in Nr. 505 eine Reihe, die konvergent ist bei^allen positiven 
Werten von x, und folglich konvergiert auch unter derselben 
Annahme die rechte Seite der Gleichuug (10) nach einer be- 
stimmten Grenze. Um jedoch die neue Definition der Funktion F 
zu rechtfertigen^ mufs man zeigen, dafs die Konvergenz auch 
bei allen komplexen Werten besteht. 

Aus der Gleichung (10) erkennt man zunächst, dafs r(x) 
unendlich ist, wenn x gleich null oder gleich einer beliebigen 
ganzen negativen Zahl ist. Wird dieser Fall bei Seite gelassen, 
so kann man behaupten, dafs die Reihe (8) im Übrigen immer 

*) Die Integraltheorie der Gammafunktionen ist von Dirichlet 
{Grelle, Journal B. 16) wesentlich gefördert worden. Betreffe der reich- 
haltigen Litteratur für dieses Gebiet siehe Meyer, Vorlesungen über 
-die Theorie der bestimmten Integrale. Leipzig 1871. 
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konvergent ist. Das allgemeine Olied^ in welchem m gf öfser 
als der Betrag von x — 1 angenommen wird, ist 

('-')(s-Ä+-)-[^-^i^"+ ■]. 

oder 

'Stn bezeichnet eine Zahl, die mit unbegrenzt wachsendem m nach 
null konvergiert. Hieraus folgt, dats von einer bestimmten 
Stelle an die Glieder der Reihe abnehmen wie die Glieder der 

Reihe ^/t Diese Reihe ist aber konvergent, und folglich 

konvergiert auch die rechte Seite der behandelten Gleichung 
nach einer endlichen bestimmten Grenze. 

610. Neuer Beweis der Gleichiing F(ä; + 1) = xr(x). Die 
Eigenschaften der Funktion F, welche oben bewiesen wurden, 
flielsen immittelbar auch aus der definierenden Gleichung: 

r(x) = um -7 |-~r-7 |-^r '—, j rr für W = CX>. 

^ '^ a; (a; + 1) (ic + 2) • • • (ä + w — 1) 

Es ist zunächst: 

r(x) = (1 • 2 ■ . . m) m^-^ (lA^a ) 

r(x + 1) = (aj + i)(a. + 2)...(a; + m) (^ + ^"»)' 

tdso: 

r{x) X + m X+ £^ 

hsSäi man m unendlich werden, so folgt: 

r(x + i) = xr(x), 

und dies ist die erste Eigenschaft der Funktion F. 

611. Neuer Beweis von r(x)r(l — x) = -^ — Multi- 
pliziert man die beiden Gleichungen: 

r(x') = g • g • - »>) w^""^ n 4- « ^ 

Serret, Diif.- tt. Integral-Beohnnng. n. 8. Aufl. 10 
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so folgt: 

r(x)r{i—x)= ^ "*' 


'(-S('-Ä-('-S) 

LaCsIr man m unendlich werden, so reduziert sich der 
Zahler in diesem Quotienten auf den Wert eins und der Nenner 

auf den Wert — sin ^x auf Grund der bekannten Formel: 

»o.I,(l-a(l-Ä)(.-5&)- 
Man erhält demnach: 

r(x)r(i—x) = ^^^—, 

oder, wenn man mit x multipliziert: 


r(i-\-x)r{i-x) = ^ 


nx 


sin nx 
512. Beweis der Gleio&ung 


n— 1 . 1 

— n«+-— 


r(x)r(x+l).-.r(x + '^)=i2^)* n ' r(nx). 

Die dritte Eigenschaft der Funktion F ist in Nr. 503 nur 
für einen besonderen Fall bewiesen. Wir wollen sie hier in 
ihrer vollen Allgemeinheit ableiten. 

Es sei X ein reeller oder komplexer Wert, n und h seien 

zwei* ganze positive Zahlen. Ersetzt man x durch x -\ , 

so Wird: 

r(x-^-)- (l'2-.-m)m - ,j . 

[x + -)[x+- + l)--^[x+-^+m-^l) 

Giebt man nun h die n Werte 0, 1, 2, ... w — 1 und multi- 
pliziert alsdann die erhaltenen Gleichungen, so folgt: 

r(x)r{x + ^)r{x + ^)...r(x + '^) 


«+l 
n ^ 2 „wn 


nx {nx + 1) (nx + 2) - - - {nx+ nm—1) ^ ' ""^ » 
€m bezeichnet nach wie vor eine Zahl, die für m = (x> null 
wird. Aber die definierende XJleichung für F ergiebt auch, 
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wenn man x durch nx ersetzt und für m den Wert mn 
schreibt: 

r(nx^ = g • g • • ' ^^) {rnnr-^ . .. 

•* '^^'^^ nxi:nx + 1).. .(nx + nm — l)^^ ^ ^"*^ ' 

and so erhält man aus diesen beiden Gleichungen: 

(1 • 2 • • • mn) m * 

€m bezeichnet auch hier eine Zahl^ welche für m = (x> null 
wird. Die Grenze der rechten Seite dieser Gleichung ist eine 
Funktion von n, welche unabhängig ist von x. Nennt man 
dieselbe q>(n), so wird: 

(1) r{x) r(x-{-^)r(x-\-^)-- r(x + ^) = »— r(«z) ^(n). 

Die Funktion q>(n) ist definiert durch die Gleichung: 

. . ,. (1.2.. .m)*n"»"+^ -„ 
q> (n) == lim -^^ — ^^^j- lür m= oo . 

(1 • 2 . • • mn) m 2 

Setzt man 

^ (m) = — : , 

so kann man schreiben: 


[M^ (w)] 

^ \7ffJ = y fl> IIJLU 

wobei 


g,(«) = Yn Um i^Ä _ y^^ 


tl}{mn) 
ist, oder auch, Wenn man m in 2m verwandelt: 

^ ip(2mn) 

Es ist aber: 


= lim rM!0L7 . lini [!fL(!!L!0]!. 


10' 


i 
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Die Ausdrücke Ihn ^^' und lim ^S^ sind gleich A; 
folglich wird: 

An = A/"-^ und 9 (n) = YnA^''-^ . 
Die Konstante A^ ist gleich: 

A. = ?-^ = lim (^-2-^ •»•m)«2^'^+^ 

y2 (12 . 3 • • 2w)w^ 


,. i/, 2 2 4 4 2m — 2 2w 

= iim 1/4 — • — • — • — ••• • . 

r 1 3 3 5 2w— 12 m— 1 

Nach der Formel von Wallis (Nr. 481) hat der Aus- 
druck unter der Wurzel den Grenzwert 4 — = 2 * ; also ist 

folglich: 

9,(w) = n*(2») » 
und 

(2) r(aj)r(x + i).-.r(aj + ^) = (2«)'^'«-"'+*r(na;). 

Diese Gleichung drückt die dritte Eigenschaft der Funk- 
tion r aus. Setzt man in ihr n = 2, so folgt: 

was mit dem in Nr. 503 gefundenen Resultate übereinstimmt. 

Der Beweis, welchen wir hier für die Gleichung (2) ge- 
geben haben, ist ein direkter und unabhängig von den anderen 
Eigenschaften der Funktion F. Um die Konstante A^ zu be- 
stimmen, kann man sich indessen auch mit Nutzen der Gleichung 

fIy) = y% bedienen. Setzt man nämlich x = -^ und w = 2 

in der Gleichung (1), so erhält man 

>^ =Y9>(2) = yV2^. also ^ = }/2^. 

Endlich kann man auch die Funktion 9 (n) sehr einfach be- 
stimmen, wie dies Legendre gethan hat, wenn man die zweite 
Eigenschaft der Funktion F benutzt. Setzt man nämlich o; = 
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in der Gleichung (1), nachdem man zuvor r(x) durch — ■ 

und r(nx) durch ^ ^ ^ ersetzt hat, so folgt: 

i.W„)-r(l)r(|)...r(i^). 

oder, wenn man die Reihenfolge der Faktoren rechts verändert : 

i.,(„)_r("-^)r(i^)...r(i). 

Multipliziert man diese beiden Gleichungen und beachtet 
dabei, dafs F i-j Fy ^ ) = — tV~ ^^^9 ^^ ^^^ 


sm 
n 

A,2^n — 1 

[^ („)]» = 


. TT . 2 w . (n — i)n 
sm — sm — • • • sm ^ ^ — 


n n n 

Man weiüs aber, dals der Nenner dieses Quotienten gleich 
^_^ ist; folglich wird: 

2 n — 1 

[^ (n)f = n (2 «)«- 1 und 9 (w) =« y5t (2 ;r)"»~ , 
wie bereits oben gefunden ist. 

üie GleichunGf sin ~ sm • • sin ^ — — ^ =» r beweist 

man nach Dirichlet folgendermafsen: Es stellt 

Ä? = COS 1- ^ sm = e « 

die w — 1 Wurzeln der Gleichung a;""'^ + a;**""* H f- 07+ 1=0 

dar, wenn man für Je die Werte 1, 2, ... w — 1 substituiert. 
Demnach ist 

a;«-l-|-.a:«-2..| [-a;+l=JJ (a; — e"^7^ 

oder für x = 1: 
also: 

*=1 
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Da nun 

^^C*=6'* =C* =(+ i)'— 1 

wird, so ist . , 

I I Sin — = • 

± 1 n o«— 1 


*=«i 


§ 4. Anwendung der Eni ersehen Integrale zur Berechnung 

einiger bestimmter Integrale. 


cos 


518. Die Integrale / ^''"^^"""'gin txdx. Bezeichnet m 
eine positive Zahl, so ist (Nr. 500) 


(1) Je- 


OD 


^*xP-^dx^= 


«'' 


Diese Gleichung gilt auch noch, wenn m einen komplexen 
Wert hat, dessen reeller Bestandteil positiv ist; jedoch bedarf 
diese Behauptung eines Beweises. Wir ersetzen m durch 
a - it und bezeichnen mit B und den Betrag und das Ar- 
gument des Wertes y welchen dann das vorige Integral erhält. 
Es ist also 


QO 


(2) JBe«* = Ce-^^-''^'xP-^dx, 



und man sieht, dals dieser Ausdruck in der That einen end- 
lichen Wert hat, wenn a positiv ist. Wir setzen 

(3) ^ = a tang q> , 

wobei 9 ein Winkel zwischen — -r- und -|- ~ ist. It cos 

und i2 sin werden stetige Funktionen von 9>, welche bezüg- 
lich gleich sind dem reellen und dem mit i multiplizierten 
Bestandteile des Integrales, um die Ableitungen dieser Funk- 
tionen zu erhalten, kann man die beiden Integralbestandteile 
unter dem Integralzeichen nach q> differentiieren; es ist aber 
einleuchtend, dafis man dasselbe Resultat in ein&cherer Weise 


^ 
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erhält, wenn man die Differentiation an der Gleichung (2) 
Ausführt. Man erhält sodann 

oo 

\ / \ dtp ^ dtp/ cos^tpj 



Die teilweise Integration ergiebt: 

^ a — tt a — tt^ 

und weil a > und p>0 ist, so wird 


00 




und demnach reduziert sich die Gleichung (4) auf 

dtp ' dtp cos tp 

Setzt man die reellen und ebenso die imaginären Teile 
^auf beiden Seiten einander gleich, so folgt: 

d log B sin op d0 

5 -sss — *) ^- — = p 

dtp ^ cos 9 ' dtp ^ ^ 

also: 

log B = —pj^^^9 = log (cos 9)P+ const, 

C[> t=|>g> -|-. const. 

Ist aber f oder 9 gleich null, so hat man Q> = 0, E= — ^ 
also ist: 

0=pw R=—^COBP(py 

und folglich ergiebt die Gleichung (2): 

oo 

(5) fe-^^-^'^'x^-^dx = ^^ cos^'^e'^'v, 



wofür man auch schreiben kann: 

OD 

(6) J,-<.-i,.xP-^äx^.JM-, 


a^ 


V) 
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und dies stimmt mit der Oleichung (1) überein, wemi mam 
daselbst m = a — it setzt. Da aber der Ausdruck (a — it)^' 
mehrere Werte annehmen kann, wenn p eine gebrochene Zahl 
ist, so muis man beachten, dals das Argument dieser Potenz 

erhalten wird, indem man das zwischen — y ^^^ "f" "ö" 8®" 

legene Argoment der Zahl a — it mit p multipliziert. Die 
Gleichung (6) zerlegt sich in die beiden folgenden: 

OD 

/ xP'-^e^^' COS txdx = —~ co9Pq>co8pq>= — ^ sin^'^cosjpg?^ 



/xP— ^ e~-^' sin tx dx = —^ cos*» 9 sin p^ = — ^ sin*» q> sin pq>,, 

' 

wobei die drei Zahlen a, ty q> durch die Relation 

t = a tang 9 (_ ^ < ^ < -|- -|- j 
verbunden sind. 


OD 


cos 

514. Die Werte von / ^''"^ gj^ txdx. Wir haben er- 


/, c< 



kannt, dafs die Integrale, welche in den letzten Gleichungen. 
Yorkommen, endliche und bestimmte Werte haben, solange die 
Zahl a, wie wir auch angenommen haben, positiv ist. Dieses 
ist aber nicht mehr ohne weiteres einleuchtend, wenn a null 

ist, wenn also 9>.= y ^^^ ^^^ ^ einen endlichen Wert be- 
hält. In diesem Falle gelten die Formeln (7) auch nur, falls 
p kleiner ist als 1. um dieses zu beweisen, genügt es, daa 
zweite der Integrale (7) zu betrachten; denn durch geeignete 
Transformation kann man alsdann die üntersu^ßhung auch auf 
das erste übertragen. Die Zahl t werde als positiv ange- 
nommen, und es sei 

(m-f 1)ä 


/ 

niTt 


xP—^e'~^'sin txdx = ( — 1)*"«^. 


Macht man die Substitution x = "*"/"^ , so wird 
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n 
Wm = — r (^ + muy-^e * smisdz. 



Nun sieht man leicht^ dals das in der zweiten der 
Gleichungen (7) berechnete Integral gleich ist der Summe der 
konvergenten Reihe: 

Wo — «*i + Wg— Wg H , 

in welcher die Glieder alternierend po^tiv und negativ sind 
und dabei unbegrenzt nach null abnehmen , sobald a > ist. 
Ist aber a gleich 0^ so reduziert sich Um auf den Ausdruck 

^m=^— f (^ + ^nny-^ sin ^d;Sy 



und dieser wird nicht null fQr m«= op, aufeer wenn |)< 1 iflt. 
Unter dieser Annahme ist aber die Reihe 

konvergent, und man kann beweisen, daJs ihre Summe gleich 
ist dem Werte, welchen die vorige Reihe für a »» annimmt. 
Denn bezeichnen s und 8 die Summen dieser beiden Reihen^ 
Sn und 8n die Summen, welche durch die n ersten Glieder 
jedesmal gebildet werden, r» und Jß„ die entsprechenden Reste^ 
so ist 

S — S = (Sn — 8n) + (Rn — r«) . 

Die Differenz 8n — s» wird gleichzeitig mit a zu null; 
die Reste Jß» und r» können unabhängig von a lediglich durch 
Wahl von n beliebig klein gemacht werden; also wird auch 
8 — 5 für a = ebenfalls zu null. 

Denmach folgt aus den Gleichungen (7) für a = und 

TT 

2" 


7C 

9 = -s-: 


(8) 


oo 


/xP~^ cos tx dx = — ^ cos ^ 

« 


00 


ra;P-isin/^da: = ^^sin^, 


^0 

solange p zwischen und 1 enthalten ist. 
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Ersetzt man r(p) durch den Wert -=-7: r— ? , so wird 

^^^ r (1 — p) am pn ' 


00 


r 2i^r(i-p)coB^ 


x^^^ sin txdx = 


Das Integral bleibt endlich fQr p ^= 0, und man erhält 


00 


<9) f^^--i> 



wie schon in Nr. 487 gefunden wurde. 


OD 


- ^7- — . Die vorigen Gleichungen 

lassen nun noch weiter eine grofse Anzahl von bestimmten 
Integralen berechnen; wir wollen einige Beispiele hierzu geben. 

Wir bemerken zunächst, dafe die Gleichungen (8) nicht 
die Eulersche Gleichung voraussetzen, aus welcher wir die 
zweite Eigenschaft der Gammafunktionen abgeleitet haben; es 
ist im Gegenteil sehr leicht, diese Formel hier zu gewinnen. 
Denn multiplizieren wir die erste der Gleichungen (8) mit 

, , und integrieren alsdann von ^ = bis f = c», so kann 

die Integration auf der linken Seite unter dem Integralzeichen 
üusgefährt werden, und es wird 

00 

OD 

Da X positiv ist, so ist das Integral 1 73— S dt=^ e-~' 


^r. 489); die linke Seite wird demnach — r(jp) und sonach 
«rhält man: 

CO 



2 


9 C^—— = ^ 


cos 2 


Setzt man ^ = a; ^ und schreibt 2p — 1 an Stelle von |>, 
80 folgt: 
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00 


(10) f^L^^^JL^^ 



was die in Nr. 478 bewiesene Gleichung ist. Unser jetziger 

Beweis setzt voraus, dafs p zwischen und y enthalten ist, 

aber die gewonnene Gleichung gilt für alle Werte von p 
zwischen und 1; denn das Integral bleibt ungeändert, wenn 

man a; in — und p in 1 — p verwandelt. 

n 

T 

/cos 
cos**""«— 1 ip sin ^—^q> gj^^ pipdq>. 



Es sei q eine Zahl zwischen und 1, und es werde p^q 
angenommen. Multipliziert man die Gleichungen (7) mit 

^?-i dt = a« tang«-i w -^?- 

o ^ cos fp 

und integriert alsdann von ^ = bis t=oo oder von 9 = 
bis 9 = Y ; so kann auf den linken Seiten wiederum die 

Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden, und man 
erhält: n 

OD OD 2 . 

/ x^^^e"^' dx j iß—^ (iOQtxdt^^ --^ 1 cos^-^—^q) sin^'-^ q) cos p(pdg>, 

4> • 

00 QO 2 

I x'"^ er-^'dx 1 ti—^8mtxdt= _ 1 cos^^«"^ 9 sin«— ^ tp sin pq>dq>. 
4) 

Nach den Gleichungen (8) haben die Integrale links in 
Bezug auf t die Werte: 

r(Q) an r(q) . qn 

— ^ COS ~- , — ^ sm V • 
Es werden demnach die linken Seiten gleich: 

OD 


r(q) cos ^ j x^-^-^e-^' dx, 




00 


r{q) sin ^ I xP-^-U-"" dx , 


I 
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r{p - q) r(q) cos ^ r(p - q) r(q) sin ^ 


also ist: 


a 


P—9 


a 


P—9 


(11) 


8 

I cos'"~«""^ 9 sin»"^ 9 cospg> dq> = — ^ 


r=T^T — -^^ COS ^— • 


TT 
T 


.0 


r{p) ^'^ "2" 


Ni»W»t man q^^p — 1 an, so wird r(jp — j) =^ 1,. 


(12) 


TT 

T 


I sin'""* 9 cos J99> dy = _ ^ wi'^y 


n 

T 


/ sin**"* 9> sin|)9 d^ == — -j cos ^ • 

.0 


In diesen Oleichungen ist |) > 1 vorausgesetzt. 

In den Oleichungen (11) mufs $ < 1 sein. Da aber beide 
Seiten stetige Funktionen von g sind, so gelten die Oleichungea 
auch noch fftr $^=1; also ist: 


(13) 


n 
T 


/ cos'""* 9 aospfpdip — 0, 

0^ 


jt 
T 


I cos'""* 9 sinj>9d9 = _^ - 

.0 


Diese Formeln setzen noch voraus, dals j) > 1 ist. Man 
kann aus ihnen die Gleichungen (12) ableiten, indem man q> 

in ^ — 9 verwandelt, und umgekehrt. 
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Ersetzt man r{q) durch -r- — — =— r in der zweiten 

Gleichung (11) und laust alsdann g s= werden, so folgt: 

7t 

Y 



In dieser Oleichung mufs p positiv sein; das Integral 
aber hat einen konstanten^ yon p unabhängigen Weli;. 


OD 


/COS CtX 1 -rrr* • 

—^ — - ax und verwandte Integrale. Wie wir 

u 


in Nr. 513 sahen, besteht die Oleichung 


OD 


(1 


r.-«7 - rW/«-^e-<^-")d«, 


multipliziert man dieselbe mit der Funktion ; — - , wobei 

a positiv ist, so folgt: 


^aix 


1 C z^'-^e-'e^''^*^*' ^ 
I . rf^r. 


Multipliziert man femer beide Seiten mit x^~'^dx und 
integriert alsdann von x^=^0 bis a; = cx>, so kann die Reihen- 
folge der Integrationen auf der rechten Seite vertauscht werden, 
und man erhalt: 


OD 00 


(15) / — da'^-ph fir-U-'de I — r— <i«. 




Ebenso ist 


QC 




und multipliziert man mit x^'^^d'^'^'^^^dx, so wird: 


g.P-^gi(i-\'t)ixdx dx 


OD 


(!+.•«)" r.(. ^ 


W~) fy"'^ *"" «'"+'"*'" a;*""* dy 
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Durch Integration von x = bis o? = c» erhält man: 

00 OD QO 

Wir bezeichnen mit J]\ den Wert ledes Gliedes dieser 

r(n) "* 

Gleichung; dann erhält die Gleichung (15) die Form: 


OD 00 


/x^ ^ (cos ax + i sin ax) , 1 C/ry i • Tr\ ^ i « ji 
^^ -^— dx = =7-ri I (G + tS) ^-^ e-' dg, 
VI/ Q 

Setzt man die mit dem Faktor i behafteten Glieder auf 
beiden Seiten einander gleich und nimmt alsdann jp = an^ 
so folgt: 

"^^^^ Jx(i + xy TWJ 


Der Wert von H ist durch die Gleichung (16) gegeben; 
far |)«= ist: 


QO OO 


H^ Jr-'e-^dy f '^^"'^^-^'^'' dx. 


00 


Es ist aber / ^"^ v» + ^ ^ y^ ^ ^>;p gleich + ^ oder — ^ 



(Nr. 487), je nachdem y kleiner oder gröfeer ist als a + ^ ; 
also ist: 

fi'= Y j r^^e-ydy —Jr~^ e^y dy 

Diflferentiiert man nach a, so wird: 

^ = 3r(a + ^)«-i6-(«+'). 
Diflferentiiert man auch die Gleichung (17) nach a, so folgt: 


00 00 


■ f "o««« rix — f^ä'-ie-'de 

^ ' ^ 

und man erhält also schliefslich die Gleichung, welche wir 
ableiten wollten: 
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oo 00 


(18) f^^n ä^ = IW/^"' (« + ^)"" ^"'""'"' ^"^ 



wobei n irgend welche positive Zahl bedeutet. Ist n eine 
ganze Zahl, so wird 

/COS ao; , 7ce ^ "^7 r(2n — 1 — K) 
l^T^* - 2»n-i r(«)^ .r(Ä+i) r(«-Ä) (2«)* 

*~® 

und för n = 1 erhält man wieder die Oleichung: 


QO 


J 1 + o:« ^-^ 2 




cos ao; 7 sr 


welche schon in Nr. 489 gewonnen wurde. Für w = 2 wird 



n 

T 




00 

COS ax -, n 

(i 


^.d:t = f (l + «)e-'' 


518. / cos? 9 cos pq> dtp und verwandte Integrale. Die 



Gleichung (18) führt noch zu anderen bestimmten Integralen^ 
welche einiges Interesse verdienen. Multipliziert man die erste 
der Gleichungen (7) nämlich 


OD 


/x^~^ g— «ar ßQg txdx = — — cos^ q> coa ptp, 



wobei # = a tang <p ist, mit 

dt adtp 


(1 -|_ ey cos* 9? (1 + a* tang* g?)** ' 

und integriert alsdann von / = bis ^ := oo oder von 9 = 
bis 9 = -g- , indem man dabei die Reihenfolge der Integra- 
tionen auf der linken Seite vertauscht, so wird: 


7t 

00 00 2 


(20) fxP-^e-^'dx r-^g^d^=q4 Aosl-Scos;>y 
^ ^ J' J(l + 0^ a^- V (1 + aHang»" ^ 


" • ' 
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Nach der Gleichung (18) hat das Integral in Bezug auf t 
den Wert: 

oo 

n 


r(n) 




- y£f«-i(a: + 0)«-i6-(*+*')dj8r, 


oder wenn man xy an Stelle ron g, xdy an Stelle von dz setzt: 


00 

n 


00 

)^,Jr-^{i + yy-^e-'^^'^^y'x^--^dy. 


Multipliziert man dieses Integral mit x^~'^e'~^'dx und 
int^riert alsdann von bis oo^ so erhält man einen Wert, 
welcher der rechten Seite der Gleichung (20) gleich ist Folg- 
lich ist: 

OD OD 




n 

T 






Auf der linken Seite hat das Integral nach x den Wert: 

r(2n + p-l) 

also ist: 

n 
^''^'' J (1 + «' tang« 9)" "^^ " r(p)r(«)' J (a+i + 2y)«»+#.-i 



Ist a = 1 , so reduziert sich das Integral rechts auf 


f ^.n — 1 


2 

also ist: 


1 r_y_lly^ = 1 r{n)r(p) 


n 

T 


J C08''+«-V C0S1)9(?9,= ^j^^ £^^_J), 




oder wenn man p -{- 2n — 2 = g setzt: 
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T 


(22) / cos« wcospwdq) = — ^ — tz-t-z — \ Z — r • 

Diese Gleichung wurde zuerst von Cauchy bewiesen. 
Für den Fall g=|> reduziert sie sich auf eine von Poisson 
gegebene Formel, nämlich: 


7t 


(23) TcosP 9 cos |)9 dgj = ^^ . 



Setzt man in der Gleichung (21) w = l, so reduziert sich 
das Integral rechts auf 


00 


dy _^ 


also ist: 







\^^) J 008*9 + öt* sin* 9 2 (a^l)P; 



und diese Gleichimg geht für a = 1 in die Gleichung (23) über. 

§ 5. Die Stirlingsche Beihe. 

519. Vorbemerkung. Der Logarithmus des Produktes 
der X ersten ganzen Zahlen läTst sich durch eine Reihe aus- 
drücken, welche nach ganzen und negativen Potenzen von x 
fortschreitet. Diese berühmte Reihe ist die Stirlingsche, 
ihre Theorie ist von vielen Mathematikern weiter entwickelt 
worden, unter denen insbesondere Cauchy, Binet, Malmsten 
und Liouville zu nenuen sind.*) Unter den verschiedenen 
Beweisen, die man für diese Formel aufgestellt hat, ist aber, 
vne mir scheint, keiner einfacher als der, welchen ich im 
Jahre 1860 der Akademie vorgelegt und in der vierten Aus- 
gabe meines Cours d'Algebre superieure (deutsche Bearbeitung 
von Werthheim, Bd. 2 Kap. 4) wiedergegeben habe. Daselbst 

*) Siehe aucli Jacobi, Grelles Journal Bd. 12, sowie die weitere 
Litteratur bei Meyer, a. a. 0. pag. 146. 
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habe ich bewiesen, dab die bekannte Formel von Wallis 
Tollstandig zur Ableitung der Stirlingschen ausreicht, und 
diese Ableitung ist so einfach, dals man die zweite Formel 
gewissermaJjsen als eine Transformation der ersten ansehen 
kann. Diese Entwickelungen hängen zugleich wesentlich mit 
der Theorie der Eulerschen Integrale zusanmien, und ich halte 
es daher für nützlich, sie auch hier darzulegen. 

520. AsymptotiBCher Wert von xl Die Formel Ton 
Wallis ist (Nr. 481): 

Y T'T'Y"b'" 2a; — 3 * 2a; — 1 ' 2« — 1 ^ (^lur a; — c»; 
und sie erhalt die einfache Form: 

[9 (2 a;)]* ' ^ ^ 

oder indem man die Quadratwurzel auszieht: 

wenn man mit q>{x) entweder den Ausdruck 

1 . 2 • 3 • • • aj 

oder das Produkt dieses Quotienten mit einer Exponential- 
funktion von der Form a* bezeichnet, wobei a eine beliebige 
positive Konstante ist. Die Gleichung (1) gilt also, wenn 
man, mit e die Basis des natürlichen Logarithmensjstemes 

bezeichnend, 

/o\ / \ 1 • 2 • 3 • • • a; 

y2ne "x ^^ 
setzt. Aus dieser Gleichung folgt: 

oder: 

Nun wird, da a? > 1 ist: 

i(l + l\ = l L . J_ + (-^)'-' a.... 
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also: 

\ ~2) \ ~x/ »^12a;* 12a;» "^ ^ 2n{n+l) ^n ^ ? 

mithin: 

/XN 7 y(^) ^ 1 L.J__? n--l (-ir , 

^ >' 9)(a;+l) 12a;* 12a;« '40a;* ' 2n(n+l) 3.« ' 

In dieser Reihe sind die Glieder abwechselnd positiv und 
negativ; femer ist der Betrag des Verhältnisses zwischen dem 
Gliede vom Bange n und dem vorhergehenden: 

n* 1 


n^ '\' n — 2 X 

Dieses Verhältnis ist gleich — - für w = 2 , und kleiner 

a; 

als — für alle Werte von w, die gröfser sind als 2. Also 

nehmen^ selbst wenn x^=\ ist^ die Betrage der Glieder in 
der Beihe (5) von der zweiten Stelle an ab^ und folglich ist 


9 (a; + 1) ^ 12 a;* ' 
oder 

Man kann aber auch noch eine andere Grenze ftir diesen 
Quotienten bestimmen^ welche kleiner ist. Da wir dieselbe 
später benutzen werden^ so ist es zweckmäßige sie hier an- 
zugeben. 

Multipliziert man die Gleichung (5) mit rc + 1, so folgt: 

/^i x\i ^^^) -= ^ ^4. I ^^^ (-ir~\ 

V-*'"T"V*'y(a._j_l) 12a. 120a;« "^ ^2(n— l)n(»H-l) a^^-i "^^ 

In dieser Beihe fehlt das Glied -i*. die anderen sind ab- 

a;" 

wechselnd positiv und negativ, und das Verhältnis des Gliedes 
— zu r hat den Betrag: 

(n — l)(n — 2) 1 


(n — l)(n— 2) + 2(n — 4; x 

Dieses Verhältnis ist gleich — für w =4, und kleiner als 
— filr w > 4. Also nehmen die Glieder von der zweiten Stelle 

X 

an ab, selbst wenn x gleich 1 wird, und man erhält: 

11* 
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oder 

(7) 


(^+l)^9,(a; + l)<12^^ 


l 


q>{x) 


< 


(p{x + l) ^ 12a; («+ 1) 

Die Gleichtuig (6) lehrt ^ da£s 

tp(x) 


qp (a; -f 1) 


= e 


00 


(8) 

ist, wobei % eine positive Zahl kleiner als tt ist. Indem 

man x in a; + 1, x -\-2y . . ,2x — 1 verwandelt, und mit O^, 

Og, . . . 6x.i Brüche zwischen und jr bezeichnet, erhält man 
die Gleichungen: 


(9) 


e. 


9)(a; + 2) 
qp(a: + 3) 


e. 


= 6(*+8)* 


y(2a;-l) ^^-^^z:^^ 


9 (2a;) 

Multipliziert man dann die Gleichungen (8) und (9), so 
erhält man, weil die Summe der x Brüche 

e. 

+ 




'«— 1 


(2 a; 


kleiner ist als 


(10) 


12 a;' 


X = 


12a; • 

qp(a;) 


qp(2a;) 


e^ 
= e* 


? 


6 bezeichnet eine Zahl zwischen und — • Folglich ist: 


(11) 


qp(2a;) 


= 1 


(für X = oo). 


Dividiert man nun die Gleichung (1) durch diese Gleichung, 
so folgt: 

(12) 9 (a:) = 1 , (für a; = oo) 

d. h. auf Grund der Gleichung (2): 

(13) 1 . 2 . 3 . . . a; = y2^e-'x"^i{l + b^)-, 
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Sx bezeichnet eine positive GhrölBey die fQr x^^^^co verschwindet^ 
und für welche wir nun eine obere Grenze bestimmen wollen. 

521. Neue BeihenentwiokeluQg von !F(x-f- 1) for ganze 
positive X, Es ist 

(14) r(x+l) = 1.2.S..,x, 

und aus den obigen Gleichungen lafst sich ein exakter Aus- 
druck für die Funktion F(ic + 1), oder, was dasselbe ist, für 
den natürlichen Logarithmus dieser Funktion herleiten, wenn 
X eine ganze Zahl ist. Zunächst wird nämlich, gemäfs der 
Gleichung (2): 

(15) ir(x + l) = ^l2jt--x+(x+^)lx + l<p(x). 
Nun besteht die Identität: 

Wenn aber m unbegrenzt wächst, so konvergiert die Funk- 
tion (p(x-^m-\-l) nach dem Werte eins, nach Gleichung (12), 
und ihr Logarithmus konvergiert nach null. Also ist 


m=aD 


(16) ^^(-)=2^^$^^Ty 

oder nach der Gleichung (4): 


771=93 00 


(17) ?9(^)=^[(^+«» + i)Kl + ^)-l]- 

»1=0 

Sonach wird 

fll— iOo 

il8)ir{x+l)=\l(2:t)-x+(x^)lx+^[(x+m-\-\)l(l + ^-l\ 

»n=0 

Diese Gleichung, welche von Gudermann aufgestellt 
wurde, läfst sich, wie man sieht, aus der einfachen Formel 
von Wallis leicht ableiten. 

522. Einengung von x\ zwisohen zwei Grenzen. Da die 

Grölse lq)(x) positiv ist, so ergiebt die Gleichung (15) zu- 
nächst: 

(19) ir(x + 1)>Y K2^) -x + {x+ y) ^^- 
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Femer erhalt man ans der Gleichung (16) auf Grand der 
Ungleichung (7): 


m^Boo 


^9^(^X2 12ix + fn)i 


. +m){x + tn + l) 

Der Brach -, — i — r-7 — ; r-:;^- lafet sich aber in 

[X -j- tn) {X -f- m -]- 1) 

1 1 


X -}- m X -}- m -\- 1 
zerlegen, also wird 

Die Reihe rechts hat die Somme — , und folglich ist 

X 

femer: 

(20) ir(x + l)<^li2n)-x + (x+{)lx + :^- 

Die Gleichungen (19) und (20) geben uns die beiden ge- 
suchten Grenzen. Geht man von dem Logarithmus zum Numerus 
über, so erhalt man: 

523. Allgemeingültigkeit der Beihe in Nr. 52L In den 

bisherigen Untersuchungen ist angenommen, dals x eine ganze 
positive Zahl ist. Die rechte Seite der Gleichung (18) ist 
jedoch eine Funktion, bei welcher x einen beliebigen Wert 
annehmen kann. Mit Ausnahme der Fälle, wo x eine ganze 
negative Zahl ist, ist nämlich diese Beihe immer konvergent, 
denn ihre Glieder nehmen, wie man leicht nachweisen kann, 

ebenso ab wie die Glieder der Beihe ^ —5 • Nun kann man 

beweisen, dafe diese Gleichung in der That bei allen Werten 
von X besteht, indem man auf die allgemeine Definition der 
Funktion F zurückgeht. Diese Definition ist in der Gleichung (8) 
der Nr. 505 enthalten; ersetzt man daselbst x durch x -\- 1 
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und schreibt man unter dem Sommenzeichen m -{- 1 bü Stelle 
Ton m^ so erhält man: 

um die Identität zwischen dieser Gleichung und der 
Gleichung (18) zu erweisen, genügt es, dieselben zweimal zu 
differentiieren. Aus beiden Gleichungen folgt: 


m=sQo 


dx* ^- (x + m + 1)*' 


m=0 


Die rechten Seiten in den beiden Gleichungen haben dem- 
nach gleiche Ableitungen zweiter Ordnung. Da sie überdies 
ebenso wie ihre ersten und zweiten Ableitungen stetige Funk- 
tionen sind, so könnnen sie sich nur um eine lineare Funktion 
unterscheiden; und weil sie bei allen ganzen positiven Werten 
von X einander gleich sind, so folgt weiter, daüs ihre Differenz 
gleich null sein mufs. 

524. Darstellung von l(p(x) = l ^ _ als be- 

stimmtes IntegraL Die Funktion l(p (x) lälst sich leicht durch 
ein bestimmtes Integral ausdrücken. Differentiiert man nämlich 
die Gleichung (17) der Nr. 521 zweimal nach einander, so 
findet man: 


mab 00 


dx 2x • .^i L\ * X -}- nJ X -{- mJ' 

W=sO 

m= OD 

d*l(p{x) 1 1 , '^ 1 




dx* X 2x* '^ ,^ (x + w)' 

Nun ist für jeden positiven Wert von 0: 

00 <x> 



Wenn also die Variabele x positiv bleibt, so ist: 

^^ = -Je-y (1 + f ) dy +Je-"2 '-'^"V^V^ 
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ma=ao 


und da die GroJae ^ 6~"y gleich — ist, so erhält man: 


in=0 

00 

äHtp ( 


--/'-" (r^-f-O^'- 


da?* 

ö 


Integriert man diesen Ausdrack zweimal und beachtet 

dabei, da£s die Funktionen lq> (x) und — -^ für a? == oo ver- 
schwinden, so folgt: 


00 


(1) i^(.)=Ji.(_J_,_i-l)e-«iy. 



Tragt man diesen Wert in die Oleichung (15) der Nr. 521 
ein, so erhält man einen Ausdruck ftLr ZF(a;-f'l); welcher 
Ton Gauchy gegeben ist. 

525. Fotensreihe für ~ ( — 4A • Hieraus 


iLf_! i-i-V Hi. 


kann man nun die Stirlingsche aieichung ableiten; jedoch 
mufe man nodi znTor die öleichnng (1) transformieren. Die 
Oleichung 


rii+x) + r(i-x)=^ 


nx 


sin Ttx 
giebt: 

ir{l + x) + ir{l — x) = l(n;x) — Ismstx^ 

und indem man differentiiert: 


inx I ^ — inx 


dir{l+x) dir{l—x) 1 cos«« 1 .c'"*+6 


^ ^ ao; ao? a; sin ^ro; a; g»*« e~' 

Andererseits ist nach der Gleichung (18) in Nr. 521: 

äir(^ + x) __ / i^) + (JL L_) . ... 

dx ^-ry^ i + J^\2 2 + «/^ ' 

und wenn man a; in — x verwandelt: 

-^^^^ — C+(l-li-J + (i-5^J+- 

Trägt man also diese Werte in die Gleichung (2) ein, so 
erhält man: 

2a; , 2a; , 2a; , _ 1 ^._ c'''*+ e-"**** 

1 — a;* ' 2»--a;* "" S^—x^ ■" 


tnr 


a; e*^* c — •^*" 
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Diese Gleichung ist nichts anderes als die Darstellung 
von cotgnro; durch eine unendliche Reihe von Partialbrüchen^ 
die wir schon in Nr. 480 bewiesen haben. Wir hätten sie also 
hier von vornherein zur Grundlage der weiteren Entwickelungen 
wählen können^ doch ist es^ abgesehen davon^ dafs sie hier 
ftir alle reellen und komplexen Werte von x bewiesen ist^ 
nicht ohne Interesse^ sie mit den Gleichungen zu verknüpfen^ 
welche wir in unserer Theorie der Gummafimktionen aufgestellt 
haben. 

Setzt man 0?«=—, so wird die obige Gleichung: 


m = co 


und man erhält durch Division: 


r* H — ± TT — nii "F öm 


4w»«*+«* (2w5r)« (2mÄ)* ' "^ (2wä)** (2w7r)**+* ' 

Qm bezeichnet der Kürze halber die Gröliie -. — , , , — i, deren 

Wert zwischen und 1 liegt. Wir geben nun m die Werte 
1^ 2, 3 ... bis unendlich^ addieren dann alle Gleichungen und 
bemerken^ dafs wenn man 

«71=00 7n=30O 

-^^'"(2m«)2«+^"^-2; (2m«)««+^ 

setzt^ 6 ebenfalls zwischen und 1 enthalten ist. Alsdann 
wird nach Gleichung (3): 

■t \ mssa CO m=ic p 

■^ ( 1_ g-a "^ "^ ~ YJ "^ ^^ (2w^""^" ^ (2wä)* ' 




und setzt man: 


\^y 1.2-3--2n 2*""^«^* \ "^ 2^" 8*" 4^" /' 

SO folgt: 
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(5)1 M ^ / 


—2 


^^ V « l.2...(2n+2)" ' 

ist eine örölse zwischen und 1. 

Dies bemerkenswerte Resultat ist von Cauchy gegeben 
worden. Die Funktion von a, welche die linke Seite der 
Gleichung bildet, wird ebenso wie ihre Ableitung nur unend- 
lich und unstetig für die Werte von a, welche in der Formel 
a = 21c7ti enthalten sind; wobei Je eine ganze positive oder 
negative von verschiedene Zahl bedeutet. Hieraus folgt, 
dafs diese Funktion gemafs der Mac-Laurinschen Formel 
in eine konvergente Potenzreihe entwickelbar ist, fftr alle 
reellen oder komplexen Werte von a, deren Modul kleiner ist 
als 2nr, so dafs also bei diesen Werten die Gleichung besteht: 


(6) 


a \^l_g-a a 2j 12 1-2. 34'" 


_|. (_ l)n^l ^ a2«-2 . . . 


2- • • 2n 

Die Gleichung (5) gilt bei allen reellen Werten von a und 
liefert den Rest der Reihe (6), wenn man diese bei dem Gliede 
vom Range n abbricht. 

526. Die Bernoiillisohen Zahlen. Die Koeffizienten 
B^y B^y B^ . , . , welche in diesen beiden Gleichungen auf- 
treten, sind unter dem Namen „Bernoullische Zählen" be- 
kannt. Der allgemeine Ausdruck für die n^ Bernoullische 
Zahl ist durch die Gleichung (4) gegeben. Dieselbe enthält 
indes die transcendente Zahl tc und aulserdem die Summe einer 
unendlichen Reihe. Man kann aber auch leicht die Zahlen B, 
welche sämtlich rational sind, nach einander berechnen. Wir 
betrachten die Gleichung (6), wo wir der Konvergenz halber 

a<2;r annehmen, und ersetzen :;^ durch den gleichen 

Wert — i^-^ — , so folfft: 




2! 41 " ^ t-V ■^; (2n)l " ^ 
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oder: 

Ersetzt man die Exponentialfanktionen durch ihre Reihen, 
so wird: 

Die beiden Faktoren der rechten Seite sind konvergente 
Reihen, und die zweite Reihe bleibt konvergent, wenn man 
ihren Gliedern die absoluten Werte giebt, denn die Reihe (6) 
ist auch noch konvergent, wenn man für a den Wert ai ein- 
fährt, solange nur der Modul von a kleiner als 2;r ist. Führt 
man also die Multiplikation der beiden Reihen rechts aus und 
ordnet man das Produkt nach ganzen Potenzen von a, so er- 
hält man eine konvergente Reihe, die mit der Reihe auf der 
linken Seite identisch sein mufs. Setzt man die Koeffizienten 
von a^** auf beiden Seiten einander gleich, so findet man die 
Gleichung: 

(2n+l)! 2 (2n)! •" (2n — 1)! 2! (2n— 3)!4! ' 

' (2n — 2^4-1)! (2fi)! ' •" 1 (2w)!' 

Durch diese Gleichung wird J?« bestimmt, sobald man 
Bj, Bg , • • • J?n— 1 kennt; setzt man also nach einander w = 1, 2, 3 . . . , 
so erhält man: 

T-Y + ^x = 0, 

y — Y + Y -^1 — -^s = 0' 

« 

y ~ Y + Y ^1 ~ YYTl -ß« + -^s = 0, 

1 1.8t? 876 p , 8-76-64 p p 

Y ~ Y + Y ^1 — YYä ^» + YYTTTßTe -^8 — -«4 = , 
und hieraus: 


(7) 
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-°l ~ 6 ' ^« "" 80 ' ^» ~ 42 ^ ^* ~ 80 ' ^ ~ 66 ^ 

T> _^?1 » — "L 

« 2730 ^ ^ 6 ' ' ' ' 

Die Reihe der Bernoullisclien Zahlen ist^ wie man hier 
sieht, zuerst eine abnehmende^ aber von J?, an wird sie eine 
unbegrenzt wachsende. 

527. Die Stirlingaohe Reihe far ir{x+l). Wir 
kehren nun zur Gleichung (1) zurück, welche den Ausdruck 
filr l <p (x) giebt. Mit Hilfe der Gleichung (5) erhalt sie die 
Form: 


00 OD 


lip{x) = ^^Je-'ydy - ^fe-'yy'dy + • • • 

00 00 

Nun ist 


/' 




für jeden ganzzahligen Wert von ft, femer ist das Integral 

00 00 

fee-'»y*-dy positiv und kleiner als /e-'!'y»«dy, d.h. kleiner 



2w! 

als -s— 7-7» weil stets zwischen und 1 bleibt; man kann 
demnach seinen Wert mit ^1. bezeichnen, wobei 6 

wiederum eine Grolse zwischen und 1 bedeutet. Denmach 
wird der obige Wert für l(p{pc) gleich: 


(8) 


^1 1 JB, 1 


B 


^yW=i:^^-ri'^ + '"+(-^)"" \2n-.l)2n^>--i 


B 


n+l 1 


* ^ ^ (2n+l)(2n+2) g^n^-i f 

und tragt man denselben in die Gleichung (15) in Nr. 621 ein, 
so erhalt man für jeden positiven Wert von x: 
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(9) 


^r(a:+l)=i^(2^)-^+(^+y^W+fti-^•i.^■ 


B. 


j_ f _i>-i _?? l— 4- (—lY e ^^±^ ^- - . 

n-^ J-y (2n— l)2n;c2«-i^'^ ^ (2n+l)(2n+2) aj«H-i 

Geht man auf der rechten Seite zur unendlichen Reihe 
über^ so erhält man die Stirlingsche Formel^ nämlich: ^ 


(10) 


irix+l)=^K2n)-x+(a=+^)l(x)+^^^-^^.^+ 


K 1 

> V ^J (2n— l)2n a;««-i ' 


Es ist leicht einzusehen^ dals diese Reihe divergent ist^ 
wie grofe auch der Wert sein mag^ den man der Variabelen x 
beüegt; denn der Betrag des allgemeinen GUedes 

(— i>-i ?!! l— 

^ ^ (2n— l)2naj««-i 

ist nach der Gleichung (4) gleich dem Produkte der beiden 
Gröfsen 

12 3 2n— 2 


27tx 27tx 2nx 2nx 


^"•^ 2hi{^ + ^ + ^n+-)- 


Der zweite dieser Faktoren konvergiert nach dem Grenz- 
^«"^ 2^> ^«°° « unbegrenzt wächst; der erste dagegen 

wächst über jede Grenze^ denn er ist ein Produkt^ bei welchem 
die Faktoren kleiner als 1 nur in endlicher Anzahl vorhanden 
sind^ während die Zahl der Faktoren^ die grölser sind als 1^ 
ja sogar gröfser als ein beliebig grofser Wert, selbst grölser 
werden kann als jede gegebene Zahl. Die Glieder der Reihe (10) 
wachsen also von einer bestimmten Stelle ab über jede Grenze, 
und folglich ist die Reihe divergent. 

528. Einengung von r(x-{-l) in zwei Grenzen. Es 
ist indessen sehr bemerkenswert, dafs die Stirlingsche Reihe, 
ungeachtet ihrer Divergenz, ein sehr genaues und bequemes 
Verfahren liefert, um iF(a?+l) zu berechnen; die Annäherung, 
welche man auf diesem Wege erhält, ist um so grölser, je be- 
trächtlicher X ist. Wenn nämlich x gröfser ist als 1, so nehmen 
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die mit den Zahlen B multiplizierten Glieder der Stirlingschen 
Reihe zunächst ab^ nnd man erkennt ans der Gleichung (9), 
dafs der Fehler, den man bei der Anwendung der Reihe (10) 
begeht, seinem Betrage nach immer kleiner ist, als der Betrag 
des ersten vernachlässigten Gliedes. Man erhalt demnach die 
gröfste Annäherung, wenn man bei dem Gliede abbricht, welches 
dem Gliede mit kleinstem Werte vorangeht, und dieses kleinste 
Glied liefert selbst eine obere Grenze für den Fehler, welchen 
man begeht. Wenn man z. B. in der Gleichung (10) alle 

Glieder vernachlässigt, die mit B multipliziert sind, so wird 

S 1 i 

der Fehler positiv und kleiner als :r^ — , oder, weil J?, = -— 

ist, kleiner als —r-i also ist: 


(11) 


oder 


(12) 


irix + l)>^l(2x)-x+{x + {)l(x), 
irix + l)<^l{2^)-x + (x + ^l(x)+^, 

r(x + l)>y2xer-'x * 

«4-— — 

r{x + 1) < y2^€r'x' * c"', 


wie schon in Nr. 522 gefunden wurde. 

Indem man von diesen Formeln ausgeht, kann man zwei 
Grenzen für die Bernoullische Zahl Bn erhalten, von denen 
die eine uns für das folgende nützlich sein wird. Setzt man 
zur Abkürzung: 

so ist nach Gleichung (4): 

^ _ (2n)! ^ 
und hieraus folgt: 

^n+l ^ (2n + l)(2n + 2)^2n-f2 
^n 43t* ^2n 

Da aber S^fi abnimmt, wenn ft wächst, so wird 

^„+1 (2n+l)(2n + 2) ^ (2n)! 

K 4«« ' 5^^22n-1^2n-2^ 


g2n » ^2n »^ f 


TD 2 
7C 


■S» (2«)! 

S,n 

' B^ a*"-^!»*"- 

-»S, 
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oder, weil J?i = -r- ist: 


6 


(13) 
(14) 


^ + 1 


< 


(2n+l) (2n + 2) ^ 4«*' 
^ 1 r(2n + l) 


12 (27ty 

Die Gleichung (14) giebt eine obere Grenze föir J?«. Eine 
untere Grenze erhält man^ wenn man S^n durch 1 ersetzt; 
es ist: 

(15) 


^ r(2H+i) 


Ersetzt man r(2n + 1) in der Gleichung (14) durch seine 
obere Grenze^ die durch die Ungleichungen (12) gegeben ist^ 
und in der Gleichung (15) durch seine untere Grenze^ so er- 
halt man: 

1 

1 


(16) 


Ä<i»^r-e-- 


(2ar) 


in — 


2 




(2n) 


2n— 


2 


Das Verhältnis dieser beiden Grenzen von J?„ ist gleich 
1 

n* 24n 

T« • 

529. Der Best der Stirlingsohen Beihe. Die Formeln^ 
welche wir aufgestellt haben^ sind von Cauchy gegeben worden; 
sie lassen leicht die Annäherung bestimmen^ mit welcher man 
ir(x + 1) nach der Stirlingschen Reihe berechnen kann. 
Wir bezeichnen mit w« den Betrag des Gliedes dieser Reihe, 
welches vom Koeffizienten Bn abhängt, so ist 


(2n— l)2naj««-i' 


^n+i^ -^n+i (2n — l )2n 1_ 

u^ B^ (2n+l) (2n + 2)a;»' 


n 


Aus der zweiten Gleichung folgt auf Grund der Un- 
gleichung (13): 

<*n4-i ^(2n — l)2n 


u. 


A^n^x 


S/..S 
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und es wird also umsomehr 

n n 

Also wird Wn+i kleiner als w», solange w < 3a? oder 
n = Sx ist. Ist also x grölser als 1^ so nehmen die ersten 
Glieder der Stirlingschen Reihe ab, und wenn x eine ganze 
Zahl ist, so findet diese Abnahme sicherlich bis zu dem Gliede 
vom Bange 3x statt. 

Bezeichnet man nun mit Sn den Betrag des Fehlers, 
welchen man begeht, wenn man die Stirlingsche Beihe mit 
dem Gliede, das mit Bn multipliziert ist, abbricht, so ist, 
wie wir sahen: 

^" ^ (2 w + 1) (2n + 2) a^n+i ? 

und umsomehr, gemäfs der Ungleichung (13): 

<n 


47r«a;2»+i' 


und endlich, auf Grund der ersten Ungleichung (16): 


(17) ^<|i^(_i_)-,«., 

eine Grenze, die sich mittelst Logarithmen leicht berechnen läfst. 
Wir sahen nun, dals wenn x eine ganze Zahl ist, die 
Abnahme der Beihenglieder jedenfalls solange statt hat, als 
n kleiner oder gleich 3x ist; wählt man n =^Qx, so giebt 
die Formel (17): 

und weil x mindestens gleich 1 ist, so ist umsomehr: 

^1 1 1 
■ 1 /3\2 72 -y 

nun ist 

- 1 
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also 1 

e,,<0,393409...(|-)'(-i-)*'. 

Bildet man die gewöhnlichen Logarithmen von beiden 
Seiten^ so folgt^ wenn man die negativen Kennziffern durch 
einen darüber gesetzten Strich bezeichnet: 

(18) log 6s. < 1,594844 + i- log i- + (3,3942331) x. 

Für X = 1 hat man bereits 

log 6^ < 4,9890775, 
also f3<iööö' ^^ oc = 10 ist: 

log£3o< 27,047175, 

und man sieht hieraus, dals man in diesem [Beispiele für 

ic = 10 die Berechnung von ir(x -\- 1) bis auf die 26*® De- 
zimalstelle treiben kann, wenn man mit dem Gliede B^q ab- 
bricht. 

Die Formel (17) beweist unsere Behauptung, dafs die 
Stirlingsche Reihe ir(x + 1) allgemein mit einer An- 
näherung berechnen läfst, die um so gröfser wird, je be- 
trächtlicher X ist. 

630. Beihe für , - — Man erhält brauchbare 

Formeln, indem man die Beihe von Stirling ein- oder mehr- 
mal differentiiert; da diese aber eine divergente Reihe ist, so 
wird auch das nämliche bei den anderen der Fall sein. Indessen 
können sie doch auch, ebenso wie die Stirlingsche, zur 
numerischen Berechnung dienen, was wir nun zeigen wollen. 
Zu dem Zwecke bemerken wir, dafs die Gröfse ö, welche in 
dem letzten Gliede der Reihe (7) vorkommt, unabhängig von 
X ist. Differentiiert man demnach diese Gleichung ^ mal, 
so wird: 


00 QO 


i-iy^^=^fe^'"'rdy—-+{--^r-'(^J^<'y''+"^'di, 




00 


+(-i)"(^/ö«-'''r+*''rfy. 
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(19) 
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Indem man nun ebenso vorgeht wie bei der Ableitung 
der Gleichung (8) aus (7)^ findet man: 

^ ^ da/' ~^ ^3) o/'+i ^ r(ö) oj^+si---- 

,/ i>-tp r(H-2n— 1) 1 . . . ^^ r(|ii+2n+l) 


bezeichnet stets eine Grölse zwischen und 1. Wenn x 
hinreichend gross ist^ so nehmen die Glieder auf der rechten 
Seite zunächst ab^ wie bei der Stirlingschen Reihe^ und der 
Fehler; welchen man begeht^ indem man die Beihe bei irgend 
einem Gliede abbricht^ ist kleiner als das folgende Glied und 
von demselben Zeichen wie dieses. Für den besonderen Fall 
|[i, acL 1 erhält man: 

Aus der Gleichung (15) in Nr. 521 gewinnt man durch 
Differentiation: 

dir(x + l) 7/^N , 1 , dlip(x) 

. . d'*irix+i) ^r((i-i) r(ft) . .y d^^y(^) 

also ist: 

— di — =H^)+ä5— ä-5s+-+(-l)%«^ 


(21) 


+ ( ^) ^*2n+2a:>»+«' 


(22) 




r(2n+l) ajAz+a*— 1 
r(fi+2n+l) 1 


+ (-1) e^^l^fl r(2n+s) ^A«+2i.+r 


53L Die Eulersohe Eonstante. — Die erhaltenen Resul- 
tate liefern ein sehr einfaches Mittel, um die Eulersche Eon- 
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stante zu berechnen, welche wir mit C bezeichnet haben. Wir 
gehen von der Oleichung (2) in Nr. 507 aus, bei welcher x 
als ganze positive Zahl vorausgesetzt ist und welche, wenn 
man a? in a; -f" 1 verwandelt, die Form erhält: 

o-^ + i + ir + - + i-'-^^i^- 

Ersetzt man — — \ ■ durch seinen Wert aus der Glei- 

dx 

chung (21), so folgt: 

und der Fehler, welchen man begeht, indem man mit dem 
Gliedo, das B» enthält, abbricht, ist seinem Betrage nach 

kleiner als -^—r-rz' Ersetzt man also die Zahlen B 

durch ihre Werte, so findet man: 

^"^ r + Y + Y"l f" Y/ ^W~2^ + 12^~12ÖS*+252ä» 

1 . 1 691 . 

240a;» ' 132ä;»<' 32760a;""' ' 

und bricht man die Entwicklung mit dem zuletzt geschriebenen 

Oliede ab, so ist der Fehler kleiner als ^^ .. - Wählt man 
' 12 a;^* 

also o; := 10, so hat man die Oleichung: 

\ ' 2^ •10/ ^ >' 20^12 120 »^ 262 

0,00000001 ■ 0,0000000001 0,000000000691 

24Ö ' 132 32760 • 

die den Wert von C auf 15 genaue Dezimalstellen angiebt. 

Es ist 

l (10) = 2,302 585 092 994 045 68 
und 

C = 0,577 215 664 901 532, 

wie schon in Nr. 506 angegeben wurde. 

12* 
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532. Independente Daisiellimg der Bernonllisohen 
Zahlen. Wir liaben in Nr. 526 eine Formel kennen gelernt^ aas 
welcher man successive die Zahlen B^^ B^, B^ • - - berechnen 
kann. Man kann ganz allgemein f&r £« einen Ansdmck anf- 
stellen^ der von Transscendenten frei, allerdings aber etwas 
kompliziert ist. Immerhin halten wir es f&r nützlich, den- 
selben znm Schlüsse dieses Kapitels mitzuteilen. Die Ber- 
noullischen Zahlen sind durch die Gleichung (6), Nr. 525, 
definiert, der man die Form geben kann: 

(23) -z — =— — — + ^a— ^a«-J f-f D'^i^a^n-ir,,, 

nun ist identisch: 


e' + l e' — l e^* — l 

Ersetzt man die Quotienten der rechten Seite durch ihre 
Reihen, indem man die obige Entwickelung für a = z und 
a = 2z bildet, so folgt: 

(24)^i=|~(2^-l)|f^+(2*-l)fy— •+(-l)"(2*--l)(^,^*»-^+. 

und diese Reihe ist konvergent für alle Werte von jst, deren 
Modul kleiner ist als %. Also ist nach der Mac-Laurinschen 
Formel: 

d 


i2n — 1 1 


C25) (_l)-^5.= -^tl (für. = 0). 
Die erste Ableitung der Funktion (e* + 1)"^ ist 


— e 


z 


und es ist leicht zu sehen, dafs man allgemein die Gleichung 
erhält: 


Die Koeffizienten A^, A^, -- - A%n—x sind unabhängig von z. 
Weiter aber erkennt man aus der Gleichung (24), dafs die erste 
Ableitung der Funktion (e'4" 1)""^ ®i^® gerade Funktion von z 
ist, die sich nicht ändert, wenn man ^^ in — ^ verwandelt. 
Dasselbe gilt dann auch für alle Ableitungen ungerader Ordnung. 


(26) 
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Durch diese Verwandlung von e id. — wird aber der yor- 
stehende Ausdruck: 

es mufs also allgemein -42»— t = -4,- sein, d. h. 


Nun ist weiter 


e-' 


^+1 1+e 
also: 


—- = er* — e~"*'+ e~'^ f- ( — ly—^erf^»-] , 


— er-'-^ 2^«-^^-^'— S^«-^^-^* + 


femer ist 

(e^+l)2n^e^n.^^g(8n-l).^.,.^ 2^(g>^-^)-;(2tt-i+l) ^(2n-0.^... 

+ 2^6*+ 1. 

Multipliziert man diese beiden Gleichungen , so folgt aus 
der Gleichung (26): 

= [— c^' + 22«-i e-2* H h (— 1)^ ft***""^ ^^' H ] 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine ganze Punktion 
von e*. Führt man also das Produkt auf der rechten Seite 
aus, so bleiben nur solche Glieder noch, welche positive Po- 
tenzen von e* enthalten. Da die Glieder mit dem Faktor 
^in—fi)t g^iif beiden Seiten einander gleich sind, so findet man 
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und für die Werte von /* gröfser als 1: 


'^^=(-i>'^ 


(27) 


n — 1 


^(^_l)2«-l+... 




Die Formeln (25) und (26) ergeben: 

2' 

Also ist: 

(_l)«2**'-^(2** — 1) 


(-l)'*^^»=,-2i^(A+^ + ^8 + -- + Ä.^l + iA^ 


2n 


B. 


— 14-(2»'-^— 2w)— (3»"-^— 2n2'"^^+ ^*'^y~^^ ) + - 

+ (-1)"-^ ((«-i)«-»-2 « («-2)«-i+ . . . + (-1)-» '^(;:i"+'> ) 

Vereinigt man schliefelicli die mit w**-"*, fw — l)^"""^u.s.w. 
multiplizierten Glieder^ so erhält man: 


i2n— l/o8n 


(28) 


(2''* — 1) 


'Bn 


■2) 


2n 

+ 

eine Gleichung, in welcher das Gesetz, nach welchem die auf 
einander folgenden Glieder zu berechnen sind, evident ist. Das 
Produkt der n*«^ Bernoullischen Zahl mit 22«-i(22«— 1) 
ist gleich einem ganzen Vielfachen von w. 

533. Übersicht über den Verlauf der Gammafonktiont 

Die ursprüngliche Definition der Gammafiinktion durch ein 
bestimmtes Integral (Nr. 499) bezog sich nur auf positive 


2«— 1 
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Werte des Argumentes. Später aber gelangten wir mittelst 
der Gleichung (10) von Nr. 505 zu einer für alle reellen und 
komplexen Werte gültigen Darstellung^ wie sie namentlich von 
Oaufs der ganzen Theorie zu Grunde gelegt wurde. Aus 
dieser neuen Definition ergab sich in Nr. 511 unter anderem 
auch die Allgemeingültigkeit der ^^zweiten Eigenschaft^' 

r(x)r(i—x) = ^^^^, 

welche zur Berechnung der Funktion für negative Argumente 
besonders bequem isi Mit ihrer Hilfe sind wir nunmehr im- 
stände^ den ganzen Verlauf der Gammafunktion im Reellen 
anzugeben. 

Dafs die Funktion für positive x nur ein einziges Minimum 
r (1,4616 ...)== 0,8856 . . . besitzt, haben wir bereits in Nr. 508 
gesehen, und wir wissen, dafs sie für x = 1 und für x = 2 
den Wert 1 annimmt und dafs sie sowohl für x = als auch 
für X = <x> unendlich grofs wird. Aus der obigen Gleichung 
ergiebt sich nun, dals sie auch für negative endliche Werte 
niemals verschwindet, für alle ganzzahligen negativen Werte 
aber und nur für solche mit Vorzeichenwechsel unendlich grofs 
wird. Die Kurve besteht also links von der Ordinatenaxe aus 
einer Reihe von getrennten Zweigen, welche abwechselnd ganz 
oberhalb und unterhalb der Abscissenaxe verlaufen und die 
Parallelen zur Ordinatenaxe x =■ — 1 , — 2, — 3, . . . zu 
Asymptoten haben. Aus der Reihenentwicklung (1) von Nr. 506 
folgt weiter, dafs die Funktion 

dHr{x) _ r{x)r'\x)--r'(xy 
dx* ~ r{xy 

und damit auch r{x) V{x) für alle Werte x "beständig positiv 
ist, dafs also in jedem einzelnen Zweige r'\x) sein Vor- 
zeichen nicht ändert und daher in jedem der absolute Betrag 
von r(x) ein einziges Minimum besitzt. Diese Minima nahem 
sich für negativ wachsende x asymptotisch der Null, weil 
dann r(l — x) unendlich grofs wird, und genügen der 
Gleichung 

1 i =z % cotsjra; == — Ä cotar(l — x)y 

QiX 
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die man aus der obenstehenden ^^weiten Eigenschaft^^ durch 
logarithmische Differentiation und Nullsetzung von r'(x) er- 
halt. Durch naherungsweise Auflösung dieser Gleichung findet 
man ftlr die ersten dieser Minima auf zwei Dezimalstellen: 


r(- 

-OJbO) 

= -3,54, 

r(- 

- 1,57) 

= + 2,30, 

n- 

- 2,61) 

= 0,89 , 

n- 

- 3,635) 

— + 0,245 


Die Kurve der Gammafonktion hat also den in Fig. 4 
gezeichneten Verlauf. 


3 - 



Fig. .4. 




r\ 


2 


^—X 


Zum Schlüsse geben wir noch eine kleine Tabelle der 
Werte von r(x) und — ^-^ = -p(\ sowie der gewöhn- 
lichen Logarithmen von r{x) for 1 < a; < 2, aus denen 
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sich vermöge der beiden ersten Eigenschaften der Funktion 
alle übrigen Werte leicht berechnen lassen. 


X 

r{x) 

r{x) 
r{x) 

log r{x) 

10 

1,00 

1,0000 

0,5772 

0,00000 

1,05 

0,9735 

0,4978 

9,98834 

1,10 

0,9514 

0,4237 

9,97834 

1,15 

0,9330 

0,3543 

9,96990 

1,20 

0,9182 

0,2890 

9,96292 

1,25 

0,9064 

0,2274 

9,95732 

1,30 

0,8975 

0,1692 

9,95302 

1,36 

0,8911 

0,1139 

9,94995 

1,40 

0,8873 

0,0614 

9,94805 

1,45 

0,8857 

0,0113 

9,94727 

1,50 

0,8862 

+ 0,0365 

9,94754 

1,55 

0,8889 

0,0822 

9,94884 

1,60 

0,8935 

0,1260 

9,95110 

1,65 

0,9001 

0,1681 

9,95430 

1,70 

0,9086 

0,2085 

9,95839 

1,75 

0,9191 

0,2475 

9,96334 

1,80 

0,9314 

0,2850 

9,96913 

1,85 

0,9456 

0,3212 

9,97571 

1,90 

0,9618 

0,3562 

9,98307 

1,95 

0,9799 

0,3900 

9,99117 

2,00 

1,0000 

0,4228 

0,00000 
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Die Qnadratnr nnd Rektifikation Yon Eniren. 


§ 1. Die Quadratur ebener Kurren. 

584. Berechnung des FläoheninhalteB überhaupt. Die 

Integration des Differentiales f(x)dx wird häufig mit dem 
Namen QtMidraitur bezeichnet. In der That ist diese Operation^ 
wie wir gesehen haben (Nr. 403 S,\ dieselbe, wie die, welche 
man auszuführen hat, um die Flache zwischen der Kurve, 
deren Ordinaten f{x) sind, der Abscissenaxe und zwei be- 
stimmten Ordinaten zu berechnen. 

Soll die Fläche gemessen werden, welche zwischen zwei 
gegebenen Kurven CMD, C M'D' und den Ordinaten CG'A 

und DD'B liegt, die den Abscissenwerten 
Xq und x^ entsprechen, so hat man zu 
bemerken, dafs diese Fläche die Differenz 
von CDBA und C'D'BA ist. Bezeichnet 
man also mit y und y die Ordinaten J(f P, 
M'P der beiden Kurven, die der varia- 
belen Abscisse x entsprechen, so ist die 
gesuchte Flache im FaUe rechtwinkliger Koordinaten 

■ir^ sc-^ sc-j^ 

j*y dx —fy dx =f{y — y') dx. 

Xq Xq Xq 

Diese Formel ist auch anwendbar auf den Fall, dafs man 
die Fläche eines Segmentes sucht zwischen einem Kurven- 
bogen und seiner Sehne. Alsdann ist y eine lineare Funk- 
tion, gleich ax -{-}>, 

Eine ebene Fläche, welche von irgend welchen Kurven- 
fltücken, die analytisch definiert sind, begrenzt ist, kann immer 
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in mehrere positive oder negative Teile zerlegt werden, die 
einzeln berechenbar sind, wie wir noch näher angeben werden. 
Bei den Problemen der Quadratur sind aber nicht immer 
nur geradlinige Koordinaten die Variabelen, welche man an- 
zuwenden hat. Insbesondere ist es häufig von Vorteil, Polar- 
koordinaten einzuführen. Alsdann bestimmt man die Flächen 
gewisser Sektoren, welche von einem Kurvenbogen und zwei 
Radienvektoren begrenzt werden. Nennt man p, co die Polar- 
koordinaten, ©0 und c»! die Werte von o, welche zu den beiden 
äuTseren Radien gehören, so wird der allgemeine Ausdruck 
für die Fläche solch eines Sektors (Nr. 204): 


lUi 


yJ 9*d<o. 


<o„ 


WiU man die Fläche bestimmen, welche zwischen zwei 
gegebenen Kurven und den Radienvektoren, die zu (Oq und w^ 
gehören, gelegen ist, so hat man die Formel 


Wo 


anzuwenden, in welcher ^ und q die Radienvektoren der beiden 
Kurven bedeuten. 

Schon in der Differentialrechnung haben wir verschiedene 
Beispiele von Quadraturen gegeben, bei denen sich die Inte- 
gration unmittelbar ausführen läfst. Wir fügen diesen hier 
noch einige andere hinzu. 

535. Farabolisohe Kurven, unter diesem Namen be- 
greift man alle die Kurven, welche sich im geradlinigen 
Koordinatensysteme durch eine Gleichung 
von der Form 

darstellen lassen, wobei die Exponenten 
mxoAn positiv sind. 

Wir bezeichnen mit u die Fläche 
OMP zwischen der Kurve, der Abscissen- 
axe und der Ordinate MP = y. Bei rechtwinkligen Koordi- 
naten ist 


Plg. 6. 


y 



.^^ 

<i 


r ^>^ 




K 

9 

X 
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n 


du = ydx = p X dXy 
also 


- C- 


i- -"+1 


m -{- n^ m -\- n 



das Produkt xy ist gleich der Fläche des Rechteckes OPMQj 
konstruiert mit den Koordinaten des Punktes j9f ; also ist 

OMP m , OMP m 

oder 


OFMQ m + n OMQ n 

Die parabolische Kurve teilt also die Fläche des Recht- 
eckes in zwei Teile ^ die in dem Verhältnis der Zahlen m 
und n zu einander stehen. 

Umgekehrt ist auch jede Kurve, welche diese Eigenschaft 
hat, eine parabolische; denn die obige Gleichung, nämlich 

u m 

xy — u n 
liefert 

u = — i — xy, du = y dx = — -. — (xdy 4- y dx) 

und 

n^ — m^ = oder dl{x^) — dliy"") = 0, 
X y 

Hieraus folgt, dafe das Verhältnis — eine Konstante ist. 

586. Hyperbolisohe Kurven. Mit diesem Namen be- 
zeichnet man alle Kurven, die sich in geradlinigen Koordi- 
naten durch eine Gleichung von der Form 

darstellen lassen, wobei m und n positive 
Exponenten bedeuten. Wir nehmen an, dals 
m nicht kleiner sei als n, und betrachten den 
Zweig der Kurve, welcher zu positiven Koor- 
dinaten gehört und die beiden Axen zu Asymp- 
toten hat. Es seien ÄC = yQ und PM=y die Ordinaten, 
welche zu den Abscissen Xq und x gehören, u die Fläche 
zwischen diesen Koordinaten, der Abscissenaxe und der Kurve. 
Bei rechtwinkligen Koordinaten ist alsdann 
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n 


du = ydx = p X dXj 
also wird für den Fall m > n: 


1 / m — n m — n\ 


m — n 


man sieht hieraus, dafs die Fläche u über jede Grenze hinaus 
wächst, wenn x unendlich wird, dafs sie dagegen nach einer 
bestimmten Grenze 

1 m — n 
TT m m m W 

U= p X = xy 

konvergiert, wenn Xq null wird. Diese Formel besagt, dafs , 
die Fläche Z7, welche sich längs der y-Axe ins Unendliche 
erstreckt, zu dem Rechteck OPMQ^ das mit den Koordinaten 
des Punktes M konstruiert ist, in dem konstanten Verhältnisse 
von m zu m — n steht. 

Diese Eigenschaft kommt nur den hyperbolischen Kurven 
zu, denn die obige Formel ergiebt 

dU=ydx = ^^^{xdy + ydx), 
und hieraus folgt: 

m — -{- n — = oder dl {x'^y'^) = 0, als ic^y"* = const. 
y ^ 

537. Die Leniniskate. Unter den Kurven, deren Quadratur 
im Sinne der Geometrie vollkommen ausführbar ist, ist die 
Lemniskate von Bernoulli zu bemerken. Diese Kurve hat 
die Eigenschaft, dafs die Entfernungen jedes Ku/rvenpunJctes von 
zwei festen Punkten, deren Abstand 2a ist, ein konstantes Pro- 
dukt bilden, nämlich a^. In Polarkoordinaten erhält die Lem- 
niskate die Gleichung 

^2 = 2d^ cos 2©; 

Q bezeichnet den vom Centrum ausgehenden Radiusvektor. 
Die Fläche u eines Sektors, der durch die beiden Radien be- 
grenzt ist, welche zu den Werten (Oq und cu^ von co ge- 
hören, wird: 

u= Y f Q^da = a^ I cos 2ß)d(ö = y (sin 2o>^ — sin 2ajo). 
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Die Kurve ist symmetrisch zur Polaraxe Ox und der 
dazu senkrechten Axe Oy] sie besteht aus zwei geschlossenen 

Zweigen, deren Tangenten TT', SS' im 
Centrum unter einem Winkel von 45^ 
zur Axe geneigt sind. Will man also 
die Flache bestimmen, welche von der 
einen Hälfte umschlossen wird, so hat 

man aj^ = — -7- und co^ = -j- zu setzen, 

und dies ergiebt 

u = a*. 

588. Folitun von Desoartes. Die unter diesem IN'amen be- 
kannte Kurve hat in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung: 

/j;3 _j_ y8 — Suxy = ; 

a ist ein gegebener Parameter. Die Kurve 
hat eine Asymptote, nämlich die Gerade 

a? + y + a = 0. 

Im Koordinatenanfangspunkt besitzt sie 
einen Doppelpunkt, die Tangenten desselben 
fallen mit den Axen zusammen. Substituiert man für x imd 
y Polarkoordinaten q und co mittelst der Gleichungen: 

X = Q cos o , y = p sin ö , 

so wird die Gleichung der Kurve 

3 a sin G9 cos co 
sin'* 09 -\- C08*a)' 



und die der Asymptote 


Qi = 


— a 


sinoa + cosca 


Die Fläche zwischen der Kurve und zwei Radien, die zu 
den Werten ©q und o^ gehören, wird demnach 


etil ^ 


3 tang'o 


COS*(ö 


(l + tang^co)' 


CO. 


e9fl 
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Die Gröfse unter dem Integrale ist das Differential von 

— H I 4. — s — 9 also ist 
1 -f- tang^cD ' 

Sa^ r 1 1 "I 

2 Li -|- tang* coq 1 + tang® «j J ' 

Will man die Fräche der von der Kurve gebildeten Schleife 

bestimmen, so ist (0q=3» 0, a)^ = — zu setzen, und dies ergiebt 
3a^ 

Um dietFlache zu berechnen, die zwischen einem TeUe dör 
Kurve, ihrer Asymptote und zwei Radienvektoren liegt, muls 
man u von der Fläche u^ abziehen, die durch die Asymptote 
und die zwei Radien begrenzt ist. Diese Fläche ist ein 
Dreieck, und man erhält für dieselbe den Ausdruck 

(Ol (Ol 

dco 


^^-^J 9x'da> = ^J - 


C08*Q) 


also 


(l + tango))«^ 

cuo (Oq 


^ a^ r 1 1 1 

^ *" 2 Li + tang g)q 1 + tang coj J * 
Mithin folgt: 

g' r 2 — tang a)^ 2 — tang co^ "1 

^ 2 Li — tangcoj + tang*09j ^ 1 — tang w,, + tang* (o^J 

Will man die unendliche Fläche berechnen zwischen der 
Kurve, der Asymptote und dem negativen Teüe der a;-Axe, 

so hat man «„ = ¥, a., = « zu setzen-, hieraus folgt: 


a* 


Den nämlichen Wert bekommt, wie leicht zu sehen, die 
zwischen der negativen y-Axe, der Kurve und ihrer Asymptote 
enthaltene Fläche. Addiert man zu diesen beiden Flächen da& 
Dreieck, welches von der Asymptote und den beiden Axen ge- 

a* 
büdet wird, das ebenfalls gleich — ist, so erhält man die ge- 

samte Fläche -^ zwischen der ganzen Kurve und ihrer 
Asymptote. Diese Fläche ist ebenso grofs wie die der Schleife» 
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§ 2. Über angen&herte Bereclmimg ebener Fliehen 
yermittelst linearer Messungen. 

539. Von der meehanisohen Quadratur überhaupt. Soll 
der Flächeninhalt einer gezeichnet vorliegenden, von Kurven 
begrenzten ebenen Fläche bestimmt werden, bei welcher die 
Gleichung der Begrenzungskurve nicht gegeben ist, so erfordert 
die Bestimmung der Flächengröfse entweder besondere mecha- 
nische Hilfsmittel, wie z. B. das Planimeter, oder sie wird mit 
Annäherung durch lineare Messungen geleistet. Ebenso er- 

fordert die analytische Berechnung des Integrales j f{pc)dXy 

a 

wenn f{x) eine Funktion ist, deren Integral sich nicht durch 
die elementaren Funktionen darstellen lälst, besonderer An- 
näherungsmethoden, indem man z. B., falls dies möglich ist, 
die Funktion f{x) in eine Potenzreihe entwickelt, oder sie 
nach der Interpolationsmethode von Lagrange durch ein 
rationales Polynom ersetzt. In Bezug auf diese letztere Methode, 
die durch das Verfahren von Gaufs (Ges. Werke, Bd. 3) zu 
einem wichtigen analytischen Hilfsmittel ausgebildet ist, ver- 
weise ich insonderheit auf den Abschnitt über „Mechanische 
Quadratur" in dem Handbuche der Kugdfimktionen, Bd. 2 
von Heine, und will hier nur in Kürze die einfachsten 
Messungsmethoden besprechen. Dieselben sind von Herrn 
Mansion ausführlich behandelt worden (Annales de la sodete 
sdentif. de Braxelles, 1881; siehe auch Givüingenieur, Bd. 28). 

540. Die Methode der Trapeze. Um den Flächeninhalt 
eines gezeichnet vorliegenden Diagrammes zu bestimmen, welches 
wir uns durch ParaUele zur Ordinatenaxe in zum Teü gerad- 
linig begrenzte Gebiete oder Flächenstreifen zerlegt denken, 
hat man an Stelle der krummlinig begrenzten Fläche zwei 
Polygone einzuführen, von denen das eine seinem Inhalte 
nach grölser, das andere kleiner ist als die zu bestimmende 
Fläche. In der Konstruktion dieser Polygone, welche eine 
obere und eine untere Grenze für den gesuchten Flächen- 
inhalt liefern, mufs zugleich die Möglichkeit einer beliebigen 
Annäherung enthalten sein. Dabei wird man, sobald es sich 
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Fig. 10. 


T 

4 


A 
Vi 


Vt 


tun eine graphisch (und nicht analytisch) gegebene Kontour 
handelt^ die Benutzung der Ableitungen ausschliefseU; weil die 
Konstruktion von Tangenten eine neue Fehler- 
quelle herbeiführen würde. Für einen einzelnen 
Flachenstreifen ÄBN^N^ (Fig. 10) büdet, wenn 
die konkave Seite der Fläche der Abscissen- 
axe zugekehrt ist^ das gleichnamige Trapez 
ABN^N^ eine untere Grenze. Zur Kon- 
struktion einer brauchbaren oberen Grenze 
ist aber die Tangente in irgend einem Punkte 
der Kurve erforderlich. In diesem Umstände 
liegt es begründet^ dafs man die auszumessende 
Fläche in eine gerade Anzahl von Streifen 
zu zerlegen sucht. Denn konstruiert man für den Doppel- 
streifen (Fig. 11) die Tangente im mittleren Punkte B^ so ist 
der Inhalt des Trapezes, welches durch diese Tangente, sowie 
durch die Abschnitte derselben auf den Ordinaten y^ und y^ 
bestimmt wird, gleich 2%^^; ^^^ durch die mittlere Ordinate 
ausdrückbar, ohne dals die Tangente gezeichnet werden muTs. 

Fig. 12. 


Fig. 11. 


iV. 


IV. 




K ^2 ^3 ^4 ^5 N, N^ N^ N, y^ N,, 


Demnach betrachten wir im folgenden ein Diagramm 
(Fig. 12), begrenzt erstlich durch die Kurve AB, bei welcher 
sich der Sinn der Krümmung nicht ändert, die also etwa 
durchweg ihre konkave Seite nach unten kehrt, femer durch 
die Ordinaten in den Endpunkten und durch die Abscissenaxe. 
Wir denken uns dasselbe in eine gerade Anzahl von Streifen 

Serret, Diff.~ u. Integral-Bechnung. n. 2. Aufl. 18 
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mit der gleichen Breite h zerl^ (etwa 10) und bezeichnen 
im folgenden die Sonmie der Ordinaten mit ungeradem Index, 
mit Ausnahme der ersten und der letzten, durch: 

«* = ys + y5 + y7 + y9; 

die Summe der Ordinaten mit geradem Index durch: 

«' = ^2 + ^4 + ^6 + ^8 + yio- 

Alsdann giebt es nur eine einzige leicht berechenbare 
obere Grenze für die Flache F, nämlich die Sunmie der Trapeze, 
welche durch die Tangenten in den Punkten 2, 4, 6, 8, 10 
der Eurre gebildet werden und die Breite 2 h besitzen. Die 
Sunmie ihrer Flachenzahlen ist: 

M= 2h(y^ + y^ + y^ + y^ + y^^) = 2hg, 

und es ist 

M>F, 

Brauchbare untere Grenzen lassen sich dagegen auf dreierlei 
Weisen bilden. Die erste, bei welcher nur die Ordinaten mit 
geradem Index und auiserdem die erste und letzte benutzt 
werden, erhält man, indem man die Geraden 12, 24, 46, 68, 
810, 1011 zieht. Die Sunmie w^ der auf diese Weise kon- 
struierten sechs Trapeze wird gleich: 

^i=^[^(yi+y%)+(y2+y^)'\ — h(y8+yio)+|(yio+yn)], 

oder m^=2gh—hd, wobei ci = Y(y2+yio)— -2(^1+^11) ^*- 

Die zweite untere Grenze, im al^emeinen minder genau, 
weil die Anzahl der Trapeze, aus denen sie sich zusammen- 
setzt, um eins kleiner ist, erhalt man, wenn maü nur die 
Ordinaten mit ungeradem Index benutzt, indem man die Linien 
13, 35, ... 911 zieht; es wird: 

^ = Ä[(yi + yj) + (yj + yg) H h (^9 + ^11)] 

= 2Äw + *(yi + yii)- 

Endlich die dritte, welche der gesuchten Fläche am nächsten 
kommt, wird durch die Verbindung von je zwei auf einander 
folgenden Punkten gebildet; sie ergiebt den Wert: 
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^z = Y K^i + y«) + (y» + ys) H 1- (yio + yu)]; 

oder: 

^^8 = Y [25^ + 2w + yi + yj- 

641. Die Formel von Fonoelet. Man setze die ge- 
suchte FJ^he gleich dem arithmetischen Mittel aus den Grenzen 
ilf und n^'j der so entstehende Näherungswert sei JP^. Es ist 

F,^\{M+ m,) ^2hg-^ hd. 
Der Fehler b^ ist höchstens gleich +y(-^ — %)^ ^^^ 

Diese Formel benutzt also, aufser der ersten und letzten 
Ordinate, nur die Ordinaten mit geradem Index; zugleich Mst 
sich der Maximalwert des Fehlers sehr leicht graphisch dar- 
stellen; es ist: 

I (y» + yio) - i (yi + Vu) = pQ, (Fig- 12) 

also hd gleich dem Rechtecke aus der Höhe PQ und der 
Breite h. Es ist aber auch 

Äd=Ä[4-(y,-y,) + 4-(y,„-yu)] = A(l,2,a) + A(10,ll,&), 

wobei die Dreiecke mit positivem oder negativem Zeichen zu 
berechnen sind, je nachdem y^ — y^ und y^^ — y^^ positiv 
oder negativ ausfallen. 

542. Die Formel von Farmentier. Diese Formel geht 
von der Voraussetzung aus, dafs die gesuchte Fläche der Grenze 
M näher kommt, als der Grenze m^, wie das auch der An- 
blick der Figur bei Kurven, die nicht besonders stark ge- 
krümmt sind, lehrt. Sie fahrt daher diese Grenzen mit ver- 
schiedenem Gewichte ein und setzt 

F^ = \{2M^m;) = 2gh-^hd. 

Der Fehler b^ kann hier gleich werden der Differenz 
jPj — mx = -^hdy die Fehlergrenze ist also, allgemein zu 
reden, ungünstiger als im vorigen Falle. Diese Grenze wird 

13* 
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aber nur dann nahezn erreicht werden, wenn die Yoraussetzang, ^ 
dafs JF> Y (Jf + %) ist, nicht zutrifft. Ist dieselbe richtig, 

so kann e^ nicht gröfser werden als -r- hd. 

Auch diese Formel benutzt nur ebensoviel Ordinaten, und 
zwar die nämlichen wie die Ponceletsche. 

543. Die TrapezformeL Die Trapezformel setzt die Flache 
gleich der unteren Grenze m^y benutzt also sämtliche elf Ordi- 
naten. Sie ist aber nichts anderes als das arithmetische Mittel 
zwischen M und m^'^ es ist: 

i^8 = *»8 = Y (^+ ^) = *[^ + w + Y (yi + Vn)]' 

Mithin wird auch hierbei der für jede Annäherungsformel 
wesentlichen Forderung genügt, dafs die Fehlergrenze an- 
gebbar ist; denn es ist: 

h^Y ^^ ~ '^^ = ^y ~ ^ ~ Y ^^^ + ^ii)] = Y 

Diese Gröfse d ist nicht so einfach zu konstruieren, wie rf, 
doch läfst auch sie sich graphisch darstellen; der Betrag von d 
ist immer kleiner als der Betrag von 2d. Man erkennt schon 
aus dieser Herleitung, dafs die Trapezformel, obwohl sie mehr 
Ordinaten benutzt, doch minder genau ist als die beiden vor- 
hergehenden. Denn es wird bei derselben die im allgemeinen 
minder genaue untere Grenze ^n^ eingeführt. 

544. Die Simpsonsohe Begel. Die Simpsonsche Regel 
nimmt als obere Grenze Jf, als untere Wj; aber wiederum 
nicht so, dafs sie das arithmetische Mittel aus diesen Werten 
bildet, sondern sie erteilt der unteren Grenze m^ ein gröfseres 
Gewicht. Sie setzt 

j; = I (Jf + 2^3) = i.Ä[2M + 4(, + yi + yj. 

Die Fehlergrenze wird durch die gröfsere der Zahlen 
M — F^ und F^ — m^ bestimmt, ist also: 

^4 ^ 4- Ä [2 ? - 2 «* - (yi + yii ) ] = 4- Ä * ; 
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wird aber, da JF im allgemeinen zwischen m^ und ^ (-2^+ ^td 

Uegt, in den meisten Fällen kleiner sein als -g-^*- 

Diese Herleitung der Simpsonschen Regel stützt sich 
nicht auf die Flächenbestimmung einer Parabel zweiter Ordnung, 
bei welcher, ebenso wie bei der Parabel dritter Ordnung, diese 
Regel ein exaktes Resultat liefert, sondern benutzt lediglich 
das Prinzip der um- und eingeschriebenen Polygone. Bei der 
bisher üblichen Ableitung der Regel, in der man die gegebenen 
Kurven durch Parabelbögen ersetzt, fehlt der Nachweis, dafs 
man wirklich eine angenäherte Berechnung erreicht, sowie die 
Bestimmung der Fehlergrenze. 

Das in der Simpsonschen Regel ähnUch wie in der 
Formel von Parmentier geübte Verfahren, die obere und 
untere Grenze mit verschiedenem Gewichte einzuführen, läfst 
sich folgendermafsen begründen. Bezeichnen M und m die 
Grenzen für eine Fläche, welche durch Teilung der Abscissen- 
axe in gleich grofse Intervalle von der Länge h gewonnen 
sind, so wird der Wert der Fläche F exakt bestimmt sein, 
sobald das Verhältnis der positiven Differenzen M — F und 
F — m bekannt ist. Bezeichnet man dasselbe mit jgf, so folgt 
aus der Gleichung 


die Relation: 


M— F 


-ny M + zm 

1 + ^ 


Es giebt also die Gröfse das Verhältnis der Gewichte 
an, mit denen M und m in die Rechnung einzuführen sind. 
Während nun der Wert von bei einer beliebigen endlichen 
Teilung der Abscissenaxe keineswegs bekannt ist, so gelingt 
es doch in den meisten Fällen, den Grenzwert zu bestimmen, 
welchem sich z unbegrenzt nähert, wenn die Länge h der 
Teilintervalle nach konvergiert. Ist dieser Grenzwert von 
jixierbar, gleich jSq, so wird es angezeigt sein, auch schon bei 
einer endlichen, jedoch kleinen Länge h diesen Wert für z 
einzuführen, also die Annäherungsformel 

^ M + z^m 
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anzusetzen. Denn es ist dann der wahre Wert der Fläche: 

^— i + Zo + S ' 

wobei d eine OröDse bezeichnet^ die am so kleiner wird^ je 
kleiner h gewählt ist; und mithin der Unterschied 


eine Oröfse^ in der schlielBlich beide Faktoren des Zählers nach 
nuU konvergieren. 

Betrachtet man nun eine in zwei Streifen von der Breite h 

zerlegte Fläche t (Fig. 11) und setzt f f{x) dx = jP(a?), so wird 

,F = F{x^2h)-I {x) = 2hf{x) + 2hr (x) + |- h^ (x,) 

(x <iX2<x -{- 2h). 

Die obere Grenze, gebildet durch die Tangente im mittleren 
Punkt B, hat den Wert: 

Jf = 2hy^ = 2hf{x + Ä) = 2hf{x) + 2hY(x) + hY'(Xi) 

{x<,X^<iX -{- Ä). 

Führt man als untere Grenze die Summe der Trapeze 
ABN^N^ und BCN^N^ ein, so wird: 

^ = |[yi + 2y2 + ys] =|[/(^) + 2f(x + J^) + f(x + 2h)] 
= 2hf(x) + 2hr{x) + ^ [f'\x) + 2rix')-] 
(x<x' Kx-^-h) (x<x'' <x + 2h). 
Also ist: 

iif_2?'=Ä«[r(aü)-4-r(a^)], 

jB -m^h'[±f"(x,)-^f"(x-,-f"(x")l 
und folglich: 

e = 


|-r(«.)-Yr(«')-r(«") 
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Mithin ist: 

i-i- -i- 

3 2 6 

und demnach der beste Annäherungswert: 

^V^ = T [yi + 4^3 + yj], 

wie die Simpson sehe Regel in der That vorschreibt. Zugleich 
ersieht man^ dafs dieser Wert genau richtig ist, wenn f\x) 
konstant ist, also bei einer Parabel zweiter Ordnung. 

545. Das Eorrektionsglied der Simpsonsohen Begel. 

h 

Für die angenäherte Berechnung des Integrales f f{x)dx nach 

a 

diesen Methoden ist es auch von Wert, dafs man leicht 
Korrektionsglieder angeben kann, die in vielen Fallen eine 
Erhohimg der Genauigkeit oder eine Abschätzung des Fehlers 
ermöglichen. Vorausgesetzt wird dabei, dafs die Funktion 
f{x) nebst einigen ihrer ersten Ableitungen stetig ist, so dafs 
man wenigstens bis zu einer gewissen Stelle die Taylorsche 
Entwickelung anwenden kann. Nur für die Simpsonsche 
Regel, als der schon ohnehin zweckmäfsigsten Methode, wül 
ich dasselbe kurz ableiten. Für einen Doppelstreifen wird: 

F = F(x + 2h) — Fix) = 2hf{x) + 2hY{po) + ~ äY"(^) 

j;= I {M+ 2m) = i- h[fix) + m^ + Ä) + n^ + 2Ä)]. 

Entwickelt man die Differenz F^ — F nach Potenzen von ä, 
so wird das Anfangsglied derselben gleich: 

^h'f'ix) oder jLÄ*[/«'(a; + 2Ä)-r>(a;)]. 

Ist also die gesamte Breite der in 2n Streifen zerlegten 
Fläche gleich 6 — a = 2nh, so wird hier die obere Grenze 
des Fehlers durch 
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dargestellt, wobei f^(Xf^ den Maximalwert der vierten Ableitung 
im ganzen Intervalle bedeutet. 

546. Numeiisohes BeispieL Wir betrachten für den 
Vergleich der vier Methoden als Beispiel folgenden einfachen 

Fall. Die von der gleichseitigen Hyperbel y = — begrenzte 

Fläche hat, während x von 1 bis 2 variiert, den Wert: 

2 

F = r^ = ?2 = 0,69314718. 
1 

Teilt man das Intervall von 1 bis 2 in zehn gleiche 
Teile und berechnet die dazu gehörigen Ordinaten, so wird 

g = 3,45953943, u = 2,72817460. 

Nach der Trapezregel ist: 

JFg = 0,69377140, die Differenz F^ — F = + 0,00062422. 
Nach der Ponceletschen Formel ist: 

JPi = 0,69352272, die Differenz JP^ — JF = + 0,00037554. 
Nach der P arm entier sehen Formel ist: 

F^ = 0,69298444, die Differenz F^ — F = — 0,00016274. 

Nach der Simpson sehen Formel ist: 

F^ = 0,69315023, die Differenz F^ — F = + 0,00000305. 

Fügt man dem Werte von F^ das Korrektionsghed hinzu, 
so wird der verbesserte Wert: 

jp; == 0,69314710, also JP/ — JP = — 0,00000008. 
§ 3. Die Rektifikation der Kurven. 

547. Begriff der Bogenlänge einer ebenen Eiirve. Wir 

haben bereits in Nr. 193 die Bogenlänge einer ebenen Kurve 
eingeführt, indem wir wegen einer genaueren Definition dieses 
Begriffes auf die Integralrechnung verwiesen. Wir wollen jetzt 
das dort gegebene Versprechen einlösen und uns fragen, was 
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Fig. 18. 



eigentlich unter der Bogenlänge einer ebenen Kurve verstanden 
sein soll. Ist CD (Fig. 13) die fragliche Kurve, so sagten 
wir früher, dafs die Länge des Bogens 
CD durch die eines Fadens gemessen y 
wird, welcher längs CD an die Kurve 
gespannt wird. Allein um diese 
Messung auszufahren müssen wir den 
Faden gerade biegen und längs eines 
Lineals ausspannen, so daJj9 die Kurven- 
strecke CD in eine gerade Linie um- 
gebogen wird. Fragen wir aber weiter: Was ist ^Biegen'?, 
so kann die Antwort nur diese sein: 

Zwei Kwrvenstücke können dann und nwr dann durch Biegung 
in einander übergeführt werden, wenn sie gleiche Länge haben. 

Wir sehen also, dafs die Einführung der Biegung zu 
einem Zirkel führt und dafe es erforderlich ist, die Bogenlänge 
unabhängig von diesem Begriffe zu erklären. Wir verfahren 
um dies zu thun ähnlich wie beim Flächeninhalt und erklären 
die Bogenlänge aLs den Grenzwert des Umfanges von gewissen 
Polygonen in ganz ähnlicher Weise, wie dies in der Elementar- 
mathematik geschieht, wenn der Umfang des Kreises defi- 
niert wird. 

Wir beziehen unsere Kurve auf rechtwinklige Koordinaten 
(a;, y) und es sei y = f{x) ihre Gleichung. Li Gemäfsheit 
der Voraussetzungen der Nr. 193 nehmen wir an, dafe f(x) 
und f (x) in dem betrachteten Intervalle stetige Funktionen 
sind. Schreibt man dem Bogen CD eine gebrochene Linie 
CEFMM'D ein, welche aus n Geraden besteht und bezeichnet 
man mit P die Länge dieses Polygons, mit x, y die Koordi- 
naten eines Eckpunktes M und mit x -{- Ax, y-f-Ay die 
Koordinaten des folgenden Eckpunktes M'y so ist: 

MM'^yMJ^ + JM'^=yAx^+Ay^^Axyi + {^y' 

Nun ist nach dem Mittelwertsatze (Nr. 28): 

Ax Ax # \ I y? 

also: 


0<*<1, 


MM' = Axyi-\-f'(x + »Axy. 
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Da aber die Quadratwurzel unter den gemachten Voraus- 
setzungen sich stetig mit Ao; ändert, so folgt: 

(1) yi + r(a;+*Ax)« = VI +r(xy + «. 

Dabei erhält e für Ao? = den Grenzwert so, daüs, wenn 
6 eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet, man Ax immer 
80 klein wählen kann, dals 

|6|<* 

wird, welches auch der Wert von x in dem fraglichen Inter- 
valle sein mag. 

Die Formel (1) bezieht sich auf jede Seite des Polygons, 
wenn man für x die Abscissen der aufeinander folgenden Ecken 
wählt Bildet man also die Summe aller Seiten wie MM\ 
so ist die Länge des Polygons: 


(2) P = Sy\ + f{xy . Lx + Sst^x, 

Lälüst man nun die Zahl n der Seiten unbegrenzt wachsen 
und die Länge jeder Seite nach konvergieren, so wird, da 
SAx einen endlichen konstanten Wert hat, der gleich der 
Abscissenlänge ^jB des Bogens CD ist, für hinreichend grofses n\ 

(3) \8Bli^x\<6' AB 

und der Grenzwert dieses Ausdruckes wird daher gleich nulL 

Andrerseits bekommt, da yi + /"(^)* ^^^® stetige Funktion 
von X ist: 

Syi+fixf'li^x 

nach Nr. 408 einen bestimmten, endlichen Grenzwert, der nichts 

anderes ist als das Litegral von Vi +/*'(ic)*, genomimen zwischen 
den Grenzen OA = x^ und OB = x. 

Also folgt aus (2) als Definition der Länge s des Bogens CD: 

X 

(4) s = limP = / yi-{-f(xydx, 

Xo 

wo die Quadratwurzel positiv ^u nehmen ist. Durch Diffe- 
rentiation nach der oberen Grenze x folgt: 

ds 


dx 


= i/r+7>y 
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oder, wenn man -^ für fix) schreibt und das positive Zeichen 
der Wurzel durch absolute Betragstriche andeutet: 

(5) 


dx 


yi^^ 


wie der Satz der Nr. 193 behauptete. 

Führt man Polarkoordinaten ein, so wird nach Nr. 205: 


und daher: 

Die Grenzen sind dabei durch die Werte von o gegeben^ 

welche den Punkten C und D des Bogens CD entsprechen. 

Sind hingegen x und y als Funktionen eines Parameters t 
gegeben, so wird: 

und daher 


-m 


sr + i^r *- 


wo die Grenzen durch die Werte von t gegeben sind, die den 
Endpunkten C und D des Bogens CD entsprechen. 

548. Das Verhältnis eines Bogens zu seiner Sehne hat 
den' -Grenzwert L Die Gleichung (5) der vorigen Nummer 
haben wir in Nr. 193 mit Hülfe des Satzes abgeleitet, dafs 
das Verhältnis des Kurvenbogens zu seiner Sehne den Grenz- 
wert 1 erhält, wenn dessen Endpunkte sich einander unbegrenzt 
nähern. Hier in der Integralrechnung werden wir nun diesen 
Satz beweisen und zwar gerade auf Grund der Gleichung (5) 
der vorigen Nummer. Den Betrachtungen der Nr. 193 kommt 
Tnithin nur der Charakter einer Verifikation zu. 

Ist nämlich der Bogen MM' = As und die Länge der 
zugehörigen Sehne MM' = c, so wird: 
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As 


As 


As 
Ax 


.+.,- y,^(^y 


und geht man zur Grenze über, so wird: 


-.. As 
lim — = 
c 


ds 
dx 


V' + 69 


r-i. 


wie behauptet war. 


Fig. 14. 


0} 


\D 


549. Die Bogenlänge einer Baninkarve. In derselben 
Weise wie bei den ebenen Kurven haben wir auch bei den 

ßaumkurven vorzugehen. Es sei CD der Bogen einer be- 
liebigen ßaumkurve, die wir auf drei 
rechtwinklige Axen OX, OY, OZ 

beziehen. Dem Bogen CD schreiben 
wir ein Polygon CEF MM' D ein, 
dessen Seitenzahl n sei. Wir be- 
zeichnen mit P den Umfang dieses 
Polygons, mit a?, y, e die Koordi- 
naten irgend eines Eckpunktes Jf, 
mit X + Aic, y + Ay, z + A;8f 
die Koordinaten des folgenden Eck- 
punktes M\ Alsdann ist, wenn wir uns gleich allgemein 
Xy y, z als Funktionen eines Parameters i gegeben denken: 




^ 


CC' 


%' 


irM'=yA.^+ Ay*+A^^= A.l/(^)*+ (^)V (^) 


2 


Die Verhältnisse 


Ax 


Ay 
At> 


Az 
At 


mögen nach den Grenzen: 


dx 
'dt' 


dy 

'dt' 


dz 
'dt 


konvergieren und in öemälsheit der Voraussetzungen der 
Nr. 257 wollen wir annehmen, dafe x, y, e imd ihre ersten 
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Ableitungen in dem betrachteten Intervalle stetige Funktionen 
von t sind. Alsdann wird: 

s bedeutet dabei eine Funktion von t und A^, welche für 
A^ = den Grenzwert erhält so, dafs man zu einer be- 
liebig kleinen positiven Zahl 6 immer ein so kleines A^ finden 

kann, dais 

b\<0 


wird, welches auch der Wert von t in dem Intervalle sein 
mag. Bildet man also die Summe P aller Polygonseiten, 
so ist 

w f-«^'[y(S'+Sf)'+if]+s'A' 

Dabei ist für hinreichend kleine A^: 

I SsAt\ < 6 . SAt = 6{t^ — g, 

wenn t^ und t^ die Werte des Parameters t bedeuten, welche 

den Endpunkten C und D des Bogens CD entsprechen. Läfst 

man nun die Zahl der Polygonseiten unbegrenzt wachsen und 

dabei jede Seite nach konvergieren, so wird 6 beliebig klein 

und daher 

limiS£A^ = 0. 

Der erste Summand auf der rechten Seite in (1) konvergiert 

aber, da 1^(-Tr) + ( ^ ) ~l" (^) ^^^ stetige Funktion von t 

ist, gegen einen bestimmten Grenzwert, welcher nichts Anderes 
als das zwischen den Grenzen tQ und t^ genommene Integral 
der Quadratwurzel ist. Wir erhalten also aus (1) als Definition 

für den Bogen CD unserer Raumkurve: 

Durch Differentiation entsteht hieraus die Gleichung der Nr. 257 : 


ds 
dt 


-vD'+m'+iw- 
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Führt man Polarkoordinaten ein^ so wird nach Nr. 258: 

ds = ydr^ + r«de* + r^ sin« Öd^« 

und es folgt durch Integration, wenn r, 0^ ^ als Funktionen 
von t gegeben sind: 

550. Der Satz der Nr. 548 gilt auch ffir eine Baum- 
knrve. Oenau wie in Nr. 549 bei ebenen Eurren zeigt man, 
dafs auch für Raumkurven der Satz gut: 

Der QtAotient atAS Kurvenbogen und Sehne erhalt bei un- 
begrenzt (abnehmender Entfernung der Endpunkte den Grenz- 
wert 1. 

Ist nämlich c die Sehne eines Bogens MM' und A^ die 

Bogenlänge MM', so wird: 

As 

A»_ At 

c " 


und folglich für At = 0: 

ds 

i. As dt ^ 

lim — = — . = 1 

c 


VWfTW^ 


wie in Nr. 257 bereits behauptet war. 

551. Bektifikation der Ellipse und Hyperbel. Wir be- 
trachten eine Ellipse, deren halbe grofse Axe zur Längen- 
einheit gewählt ist und deren Excentricität gleich k ist. Die 
rechtwinkligen Koordinaten der Kurve in Bezug auf ihre Axen 

werden (Nr. 222) sin q), ]/ 1 — P cos q) und das Differential des 

Bogens wird y 1 — Jc^ sin^ q) d<p. Bezeichnet man also mit 
Legendre durch E(<p) die Länge eines Ellipsenbogens, ge- 
rechnet von einem der Endpunkte der kleinen Axe, wo der 
Winkel q) null ist, bis zu einem Punkte, der zu irgend einem 
Werte von q) gehört, so ist 
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= / yi — k^ sin* 9 dip^ 


(1) E(g>) 



wofQr man nach Nr. 222 auch schreiben kann: 


(2) 


^^^ J yi — Ä;» sin» tp J yi — k* sin» tp ' 


Betrachtet man nun zugleich eine Hyperbel^ deren trans- 
versale Halbaxe Je und deren andere Axe j/l — k^ ist, so 
können die Koordinaten der Kurre in Bezug auf diese Axen 

durch (1 — k^) tang q> und — ^ ~~ — dargestellt werden 

(Nr. 223). Bezeichnet man also mit T(q)) den Bogen der 
Hyperbel, gerechnet von dem Scheitelpunkte, für welchen 
g) a= ist, und begrenzt durch einen Punkt, der zu irgend 
einem Werte von 9? gehört, so ist 

(3) T(<p) = / ^' -''>"'' , 

^ ^ J co8»9yi— Ä;»8in»9 ' 



wofür man auch schreiben kann (Nr. 221): 


(4) 


T(w) = k^ / 8m^?j5__ _ j2 / ^y 

^^^ J Vi — Ä;» sin» 9 J yi— ik»8in»9 



+ tang g) */! — k^ sin^. 

Die Gleichungen (2) und (4) zeigen, dafs der EUipsen- 
bogen E{([p) und der Hyperbelbogen T{(p) sich durch ellip- 
tische Integrale erster und zweiter Gattung ausdrücken lassen, 
und dafs auch umgekehrt diese elliptischen Integrale ver- 
mittelst des Ellipsen- und des Hyperbelbogens ausgedrückt 
werden können. Dabei hat man sich zu erinnern, dafs der 

algebraische Teil tangg? yi — k^ sin^ 9 gleich ist der Länge 
der Tangente, die im Endpunkte des Bogens T{q)) errichtet 
und durch den Fuispunkt des Lotes vom Mittelpunkt auf die 
Tangente begrenzt ist (Nr. 223). 

Legendre hat mit F{fp) das elliptische Integral erster 
Gattung bezeichnet; also ist 


(9) 
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(5) F(^)= ( "r = /^ , 



wenn man zur Abkürzung wie in Nr. 452 

(6) Afp = ]/ 1 — k^ sin^ (p 

setzt. Zugleich hat der berühmte Mathematiker als Funktion 
zweiter Gattung den Bogen der Ellipse JE((p) gewählt^ und 
daher rührt die Bezeichnung „eUipüsche Integrale^ für diese 
Transscendenten. Die Gleichung (2) giebt: 



so Mb also die Funktion, welche wir früher der Büdung von 
Integralen zweiter Gattung zu Grunde, gelegt haben, sich 
mittelst des Ellipsenbogens und des Integrales erster Gattung 
ausdrücken lalst. 

Die Gleichung (4) liefert, wenn man die Formel (2) benutzt: 

(8) T{ip) = (1 — Ä») F{fp) — E{q>) + Ag) tangg). 

552. Beihenentwiokelung der erhaltenen Integrale. Die 
Bogen der Ellipse und der Hyperbel, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, die Funktionen F{q)) und E{ip) lassen sich in 
Reihen entwickeln (Nr. 447). Denn es ist nach der Binomial- 
formel 

^=l + |ÄJ^sinV+^**8in*9+^*'sinV+- •, 

Ag)=l — Y^J^sinV— 2^**sin*g)— 2^Ä;«sinV ; 

also 



E(^)=(p — -P / sin^^dq) — ^^Ji^ 1 sin^g)d(p — ^T^^^ I ^^^^9^9 
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Diese Reihen sind immer konvergent^ weil 2; < 1 ist, und 
überdies werden wir später sehen, dafs man diesen Modul 
stets beüebig klein machen kann. Die erste Gleichung haben 
wir schon in Nr. 447 aufgestellt; die Integrale, welche hier 
auftreten, sind durch die Gleichungen der Nr. 462 gegeben. 

Ist g) = — - ^ so werden die Funktionen F((p) und JE{g)) die 

vollständigen Integrale erster und zweiter Gattung nach Le- 
gendre; wir bezeichnen sie mit F^ und E^. Es ist Nr. 477: 

7t 

T 

/. ,^ , 1 • 3 -ö- •• (2w-- 1) « 
sin»> d,p 2.4.6...2^ Y ; 



^ F.-f[l+(|)'*-+a*3*.+ (l±|)'6^ + ...], 
' U-f[l-(|)V-fe)'3^-(iL)-5^-...]. 

Die zweite Gleichung giebt die Länge des Quadranten 
einer Ellipse, deren Excentricität 2;, und deren halbe grofse 
Axe zur Längeneinheit gewählt ist. 


§ 4. Die Landen sehe Transformation der elliptischen 

Integrale. 

553. Die Transformationsglelohung. Eine der bemerkens- 
wertesten Eigönsehaften der elliptischen Integrale erster Gattung 
ist die, dafs sich jede dieser Funktionen auf unendlich viele 
verschiedene Weisen in eine andere Funktion derselben Gattung 
transformieren läfst, deren Modul nach Belieben entweder kleiner 
oder gröfser ist als der Modul des ursprünglichen Integrales. 
Hieraus folgt, dafs man verschiedene Reihen von Moduln 
bilden kann, unendlich nach beiden Seiten, deren Glieder sich 
bezüglich der Null und der Einheit nähern, und welche zu 
elliptischen Integralen erster Gattung gehören, die unter sich 
gleich sind. Wir beabsichtigen nicht, hier eine Entwicklung 
der wichtigen Transformationstheorie der elliptischen Integrale 
zu geben; doch halten wir es für nützlich, die erste Stufen- 
reihe der Moduln aufzustellen, welche von Legendr e entdeckt 

Serret, Diff.- a. Integrftl-Beolinung. IE. 2. Aufl. 14 
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wurde; denn daraus können wir den merkwürdigen Landen- 
sehen Satz über Hyperbelbogen ableiten. 

Es sei h eine gegebene Gröfse zwischen und 1, 9) ein 

yariabeler Winkel, A 9) »» f/l — t* sin*^, wobei die Wurzel mit 
dem positiven Zeichen genommen wird. Man kann einen 
Winkel g)i bestimmen, welcher den beiden Gleichungen genügt: 

(1) sin(2g)i — 9) = h sing), C08(2g)j — g)) = Ag), 

und welcher sich aufserdem stetig mit q> ändert und gleich- 
zeitig mit q) null wird. Da A9) positiv ist, so bleibt 2q>^ — q> 

immer zwischen ^ und -]- — • Bezeichnet man also mit 9 

den Winkel zwischen — — und -j" y ' ^^^sen Sinus gleich 
A; sin9> ist, so wird: 

9 + 
9^1 = — 2""^ 

SO dafs q>^ unzweideutig bestimmt ist, sobald q> gegeben ist; 
umgekehrt ist auch der Wert von q> vollkommen bestimmt, 
sobald q>^ gegeben ist. Diese beiden Winkel variieren gleich- 
zeitig von bis -|- c», oder von bis — 00. Ist g) = ä, so 

ist ^ = und g)i = - - • 

Addiert man die beiden Gleichungen, nachdem man sie 
mit — sin 9) und -f- cos 9 , femer mit -f" ^^^ ^ ^^^ -|- sin 93 
multipliziert hat, so folgt: 

cos 29^ = cos g) Ag) — h sin* 9 , 

sin 2g)i = sin q> (Je cos 9 -|" ^9) 5 
also: 

12 cos* g)j = 1 — ]c sin* (p -j- cos q)£i(Pf 
2 sin* g)i == 1 -f- ^ sin* (p — cos g) Ag) , 
2 sin g)i cos g?i = sin 9 (Ä cos g) -|- A9) . 

Die erste der Gleichungen (1) ergiebt auch: 

(3) tangy= '^^'^' , 

(4) tang (9 — (fj) = [^ tang 9^ , 
und setzt man 
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so erhält man noch: 


Ai 9, = yi — VsinVi, 


^5) 


sm (p = 


2 siu 9j cos 9j 


1 + Ä Ai 9i 


COSg) = 


1- ! -- 


1 — 


Ag) = 


2Ä; . , 
T + fc^"^^^ 


Femer folgt aus der ersten der Gleichungen (1) durch 
Differentiation^ wenn man dabei die zweite berücksichtigt: 

2d(p^ dtp 

k cos q> -{- Aq> Afp' 

oder auf Grund der dritten Gleichung (2) und der ersten 

Gleichung (5): 

dtpi 1 4-^ ^9 
\fPi 2 Afp 

Weil nun q) und (p^ gleichzeitig null werden^ so erhält man: 

.^v r dtpi _ l + k j dtp 

W J A,9, 2 J Aq>' 



Dies ist die wichtige von Legendre entdeckte Gleichung. 
Setzt man nun 








so ergiebt die Gleichung (6): 
(7) F{\, <p,) = 


'-^F(h,g>). 


Bezeichnen wir noch mit F^Qc) und F^^Qc^) die vollständigen 
Funktionen der Moduln Je und ^, so wird, da für g) = oc der 

Winkel 9i = Y ist und da F(h,oc)^2F[]c,^)=^2F^{k) ist: 
(8) F,(k,) = {l+Jc)F,{k). 


14' 
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554. Froduktentwiokelung des vollständigen Integrales 
erster Gattung, Die Moduln Ic und \ können^ wie wir sahen, 
auf einander zurückgeführt werden, sie sind durch die Relation 

verbunden. Bezeichnet man mit Ä', k^ die komplementären 

Moduln von h und Ä^, d. h. yi — h^ und "j/l — \^y so er- 
hält man 

(10) V=Jff = ^,<*" 

und 

Hieraus folgt, dafs in der nach beiden Seiten unendlichen 
Reihe: 

(12) . • . ft_2, Ä_i, ho, hl, h2, • • •, 

in welcher das Glied hQ = h kleiner als 1 ist, und jedes Glied 
aus dem vorhergehenden mittelst der Gleichung 

(13) h+^ = j^ 

und aus dem folgenden mittelst der Gleichung 

(^^) **-^ == (1 + k.y. = 1 + k: 

zu berechnen ist, das Glied hm nach der Einheit konvergiert, 
wenn m positiv unendlich wird, und nach null, wenn m negativ 
unendlich wird. Man kann also ein elliptisches Integral erster 
Gattung F(h, tp) auf ein anderes F{ki, 9,) bringen, bei welchem 
der Modul hi der Null oder der Einheit beliebig nahe kommt. 
Die Amplitude fpi dieser neuen Funktion ist nach den oben 
aufgestellten Formeln zu berechnen. 

Wir betrachten z. B. das vollständige Integral F^{k)] 
nach Gleichung (8) erhält man: 

F, (k) = (1 + *_x) F, Qc-^) 

= (1 + Ä;_i) (1 + i_ä) F^ (h-i) 


= (1 + k-i) (1 -f k-i) ■ • • (1 + k-i) F^ (Ä_,). 
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Wenn nun i unendlich grols wird, so wird Ä_, nuU 

und F^Qc—i) konvergiert nach der Grenze -r-; man bekommt 

also die folgende bemerkenswerte Entwickelung für die voll- 
ständige Funktion JF\ (k) : 

(15) F, Qc) = -f (1 + Ä_i) (1 + k-,) (1 + Ä_,) ■ • . 

555. Die Rektifikation der Hyperbel ist der der Ellipse 
äquivalent. Die behandelte Transformation führt auch zu 
wichtigen Resultaten für die Integrale zweiter Gattung. Multi- 
pliziert man die Gleichung 

mit sin*g)i, so erhält man vermittelst der Gleichungen (2): 

sin'qp^ d^9>i k{l -{'k)8m*(pd(p j,l -{-k dtp l-{'k ^ 

Ai9>i 4 £^(p ' 4 Ay 4 y^ y^ 9 

und durch Integration: 


(16) I j üm*(p^ dq)i ^ k(l+k) I sin* tp dtp . ^+^ jpn^ \ 


1+k . 





An Stelle der Integrale zweiter Gattung fähren wir die 
EUipsenbogen EQcyq)) und E^Qc^yq)^ ein; es ist (Nr. 551): 



ßie Gleichung (16) wird demnach, indem man noch die 
Gleichung (7) benutzt: 

(17) {l+k)E{\,q>;)==E{h,q>) — ^Tc^F{h,q>) + h^mq), 

Diese Gleichung zeigt ^ dals das elliptische Integral erster 
Gattung sich durch zwei Kurvenbogen ausdrücken lälst, die 
zu zwei verschiedenen Ellipsen gehören. 
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Der Hyperbelbogen ist, wie wir in Nr. 551 sahen, durch 
die Gleichung 

T(k, (f) = k'*F(k, (p) — E(h, (p) + tang 9) Ag) 

gegeben. Eliminiert man hier die Funktion F vermittelst der 
Gleichung (17), so folgt: 

(18) r(Ä,9))=-B(Ä,g))— 2(l+ifc)i?(ti,g)i) + 2Ä;sing)+tangg)Ag). 

Subtrahiert man von dieser Gleichung diejenige, welche 
man erhält, indem man q) und 9)]^ in <[> und O^ verwandelt, 
so drückt die resultierende Gleichung den Satz aus, welcher 
vor mehr als einem Jahrhundert von dem englischen Mathe- 
matiker Landen entdeckt wurde, dafs nänüick jeder Bogen einer 
Hyperbel du/rch zwei Eüipsenbogen dargestetU werden kann. Um- 
gekehrt kann cmch jeder Bogen einer Ellipse durch zwei Hyperbd- 
hogen dargestdU werden. Dieser Satz läfst sich leicht aus den 
oben entwickelten Gleichungen ableiten. 

556. Eine Belation swisohen den Umfangen dreier 

Ellipsen. Nimmt man in der Gleichung (17) g) = 3r, (p^^=-— 

an, so erhält man die folgende Belation zwischen den voll- 
ständigen Integralen: 

(1 + k) E^{k;) = 2E^{k) — k'^F^(k). 

Ersetzt mau Ä, ¥ und Äj zuerst durch äj,-, k/ und ^,4-1, 
sodann durch jfc,_i, K—i, h, so wird: 

(1 + h) E^{h+,) = 2E^{h) - kPF.ih), 

(1 + Ä,_i) E,(h) = 2E^{h^t) — h'liF,{h^,). 

Die Moduln Ä,_i, Ä,-, h^i sind als Funktionen des ur- 
sprünglichen Moduls k^ oder k bestimmt, wie in Nr. 554 gezeigt 
st. Nun ist auch (Nr. 553) 

F,(fc,) = (l + Ä.-i)2^i(fc,-i), 

EUminiert man also die Funktion F^ zwischen den beiden 

obigen Gleichungen und ersetzt man ki—i, k'i—i durch die 

l — k: 2yk7 
ihnen gleichen Gröfsen , , . 1 _lz.^ y so folgt: 

(19) ki\l+k/)E,(h.^)-{2+k/)E,(h) + (l+k,)^^^ 

eine bemerkenswerte Belation zwischen den Umfangen dreier 
Ellipsen mit den Excentricitäten ifc,_i, Ä<, ^4.1. 
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§ 5. IJlier die algebraischen EnrTen^ deren Bogen sich 
durch Kreisbogen darstellen lassen. 

557. Stellung des Problems und seine Lösung für eine 
gewisse Klasse von Kurven. Die üntersucliung der alge- 
braischen Kurven, deren Bogen sich durch Kreisbogen aus- 
drücken lassen, bietet ein gewisses Interesse vom geometrischen 
Standpunkte aus dar, denn bei diesen Kurven kann man, wie 
beim Kreise, alle Konstruktionen ausführen, die sich auf die 
Addition oder Subtraktion der Bogen, auf ihre Multiplikation 
und ihre Division beziehen. Euler hat sich viel mit dieser 
Untersuchung beschäftigt, und in einer Abhandlung, die aber 
erst nach seinem Tode publiziert wurde, giebt er eine Familie 
von Kurven an, welche die fragliche Eigenschaft besitzen; er 
hat dieselbe, wie er sagt, erst nach langer Arbeit über diesen 
Gegenstand gefanden. 

Die von Euler entdeckten Kurven bilden nur einen sehr 
speziellen Fall derjenigen, bei welchen sich der beliebig be- 
grenzte Bogen durch einen E[reisbogen ausdrücken läfst, und 
bei denen die geradlinigen Koordinaten rationale Funktionen 
der trigonometrischen Tangente dieses Bogens sind. Alle 
diese Kurven habe ich in einer Abhandlung im 25. Bande des 
Journal de TEcole Polytechnique bekannt gemacht, und 
bewiesen, dafs sie eine unendliche Mannigfaltigkeit verschiedener 
Klassen bilden, von denen jede wiederum unendlich viele Kurven 
enthält. Hier will ich mich nur darauf beschränken, die Lösung 
des einfachsten Falles auszuführen, welcher die Kurven der 
ersten Klasse umfasst. 

Bezeichnet man mit i die imaginäre Einheit V^^, mit 
g eine positive Gröfse, mit C3 einen reellen Winkel, mit e 
die Basis des natürlichen Logarithmensystemes, und setzt man 

femer 

t=(is — ay+^(0 — b)P'^^(0 — c)«+i . . ., 

r = (a — ay+^ {z — ßy+^ {z — y)«+i • • • , 

wobei a und a, h und j3, c und y . . . konjugiert komplexe 
Konstanten und m, n, p . . . positive ganze Zahlen sind, so 
ist die allgemeine Lösung des vorgelegten Problemes durch 
die Gleichung: 
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(1) ^^iy^g^.Jl^^^^äZ 

gegeben; wofern die Konstanten a, h^ c . . . a, ß^ y . , , so ge- 
wählt sind, dafs dieses Integral eine algebraische Funktion 
wird. Denn es wird: 

dx + idy = g^-^ (7?p^ ^^^ 
und wenn man i in — i verwandelt: 

dx — idy = ger^" 4" ■ ^ d0. 

Die Multiplikation dieser Gleichungen ergiebt: 

da;« + dy*=»^^^^,, also j/rfa;« + rfy* = jr j-^, 
und 

z 

J. -i — 2- dz = g arc tang z, 



Da die Ordnung des Zählers in dem Quotienten 

t {e — •)*" 

um zwei Einheiten kleiner ist als die des Nenners, so genügt 
es, wenn fi die Anzahl der Konstanten a,hjC , . , oder a, ß,y . . . 
bezeichnet, fi Bedingungen zu erföUen (Nr. 431), damit der 
Ausdruck von x + iy algebraisch wird. 

Wenn t und r sich auf die Einheit reduzieren, so giebt 
unsere Gleichung keine andere Kurve als den Kreis. Der 
einfachste Fall ist dann der, dals 

t = (z — a)'*+S t=={z — «)«+! 

gesetzt wird. Die Gleichung (1) wird alsdann: 

(2) x + ty^ge^"" 1 — ^-rr—^ -rzäz, 

und es ist nur eine einzige Bedingung zu erfüllen, damit das 
Integral eine algebraische Funktion wird. Um dieselbe auf 
die einfachste Weise zu erhalten, bezeichnen wir mit u eine 
neue Variabele, und setzen 
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z — % a — t 

z '\- i a + t ' 

und sodann zur Abkürzung: 

(3) (a + .M«-0 

Es wird: 

dz 1 a — 4 , 

\1 — LJ*;= ^.) ^ ymdu und f_? = !LlL,!! 

u^if^-T^ 2t \a+t/ z — a a + tw — 13 

Also wird die Gleichung (2): 

wobei 

Damit X + iy eine algebraische Punktion von u oder 
wird, mufs die Bedingung erfüllt sein: 

Diese Gleichung ist in rj vom Grade m -|- 1 ; ^ine ihrer 
Wurzeln ist gleich 1, und wenn n kleiner ist als m, so sind 
m — w Wurzeln gleich null. Die Anzahl der von und 1 
verschiedenen Wurzeln ist also gleich der kleineren unter den 
Zahlen m und n. Man erkennt, dafs alle diese Wurzeln reell, 
ungleich und zwischen und 1 enthalten sind, indem man 
n mal nach einander den Satz von Rolle auf die Gleichung 

anwendet, welche m gleiche Wurzeln null und w + 1 gleiche 
Wurzeln 1 hat. Die Wurzeln null der Gleichung (4) geben keine 
Lösung der Aufgabe, denn für t/ = wird nach Gleichung (3) 
a = — i oder « = -f- i; aber die eine dieser Gleichungen ent- 
hält auch die andere, weil a und a konjugiert sind. Die Faktoren 
z — a, z — a werden ^ + i, z — i; folglich kommt man auf 
den Fall zurück, dafs die Polynome t und r sich auf die 
Einheit reduzieren. Für 1^=1 wird a = a, und die Gleichung (2) 
reduziert sich wiederum auf eine solche, in welcher i==r=l ist. 
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Jede der Wurzeln tj aber^ welche zwischen und 1 ent- 
halten ist, fOhrt zu komplexen und konjugierten Werten von 
a und a. Wir bemerken zunächst, dafs man 

(5) aa = 1 

annehmen kann, ohne die Allgemeinheit der Losung zu be- 
schranken. Denn man kann jeden andern Fall durch eine 
Änderung der Yariabelen auf diesen bringen. Setzt man 


nämlich 


« + € 


1 — 8Z 

Wurzel der Gleichung 


an Stelle von z, indem man fQr s eine 


.2 


+ 2 


a + « 


£—1=0 


aa — 1 

wählt, SO erhält die Gleichung (2) durch diese Transformation 
die Form: 


+ iy = ge^^'f 




wobei Ol und a^ die folgenden Werte bekommen: 


^1 — 1 + a« ' 


a — e 

^^~ 1 + ae' 


so dafs «1«! = 1 wird. Man kann demnach die Gleichung (5) 
einföhren, und aus derselben folgt in Verbindung mit der 
Gleichung (3): 

2 |/^ 1 — 7] 


(6) 




l + ri 1 + fi 


a 


1 + 


7]^l 




t. 


Giebt man a und a diese Werte in der Gleichung (2), 
so wird der Ausdruck x -^ iy algebraisch. 

558. Die Enlersohen Kurven. Wir betrachten nun den 
Fall m == 1, welcher auf die Eul ersehen Kurven führt. Die 
Gleichung (2) wird hier: 


(7) 


{z — 0)"+^ {z — i) 


^ " ^ J {z-af+\z-\-tr ' 


und die Bedingungsgleichung ist: 


= 0; 
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aus derselben folgt ^ abgesehen von der Wurzel rj = 1: 

n 

Die Gleichungai (6) geben sodann die folgenden Werte 
für a und a: 


(8) 


a 


a 


yn(n + 2) 

"~ n+ 1 


•l/n(n + 2) 
w + 1 


+ 


n + 1 


w + 1 


Da nun das Integral in der Gleichung (7) eine algebraische 
Funktion sein mufs, so erkennt man weiter, dafs der Nenner 
derselben {z — a)** {z + if sein mufs. Bestimmt man femer 
das Integral so, dafs es für z = a null wird, so wird der 
Zähler teilbar durch {z — a)*"^^, und da derselbe nur vom 
Grade w + 2 sein kann, so erhält man ein Resultat von der 
Form: 


X -\- iy =^ gef^* 


+ const. 


Da die Eonstante nur auf den Anfangspunkt des Koor- 
dinatensystems Einflufs hat, so können wir dieselbe gleich 
null annehmen und also setzen: 


(9) 


X '\- iy = gef"^ 


{z-aT{z-]-%f' 

wobei g und (d nicht die nämlichen Werte wie früher (Gleichung (7)) 
bedeuten. Die Gleichung der Kurven erhält man nun zwischen 
den geradlinigen Koordinaten, wenn man z aus der Gleichung (9) 
und aus derjenigen, welche durch Vertauschung von i in — i 
hervorgeht, eliminiert; es ist indessen einfacher, Polarkoordi- 
naten einzuführen und an Stelle der Elimination eine Inte- 
gration zu setzen. 

Diflferentiiert man die Gleichung (9), indem man die 
Formeln (8) benutzt, so folgt: 

Die Gleichung (9) enthält die Gleichung (10), was auch 
der Wert von n sein mag; wir können demnach diese Zahl 


220 Fünftes Kapitel. 

auch als eine gebrochene annehmen^ denn die Kurve, welche 
durch die Gleichung (9) dargesteUt wird, bleibt auch dann 
noch eine algebraische. Es erlangen mithin die folgenden 
Resultate eine Allgemeinheit; wie sie in unserer anfanglichen 
Aussage nicht enthalten war. 

Multipliziert man jede der Gleichungen (9) und (10) mit 
ihrer konjugierten, so folgt: 

ax -j-ay — ^^j^^y 9 (^__,-)i (^^,-)i 


Wir bezeichnen mit q den Radiusvektor ^x^ -|- V^j ™^ 

ds das Differential des Bogens ydx^ 4~ ^V^t ^^<1 nehmen ds 
mit dem entgegengesetzten Zeichen wie dSy so wird: 


z* — Sif -^ — ^ . , ^ 4- 1 
» + 1 


Q==9- (^if+i) 


n + l «»+1' 

und setzt man: 

dX 


^ = -tang(^ + -i), also dz = - ^ — 

SO ergeben diese Formeln: 

(11) 9-9{l + ^^^^^s^), 

(12) ds=.gy^^dX. 
Differentiiert man die erste Gleichung, so findet man: 


rfo = — g ^ ^ , . sm k dk , 
also: 

(13) 4|- = -sinA. 

Bezeichnet m die andere Polarkoordinate, so kann man 

(14) Q-£ = -\-coal 
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setzen, weil dg^ -\- g^dcj^ = ds^ ist. Also wird: 



7 ds cos X 
dc3 = 

Q 

oder: 


(15) 

d(o — dk — 


n + 1 


1 + ~ . \ cos i 


t^Z 


n + 1 

Um diesen Ausdruck zu integrieren, benutzen wir eine 
neue Variabele A', bestimmt durch die beiden Gleichungen: 


l/n(n + 2) , , 1 . , 

^ — . L 4-C08X — r— -smX 

/iß\ 1' n+1 . w n + 1 

(16) cosA = , smA — 


1_LI — ^_L — cos;i 1+-^^ — ^ . ' ^ cosX 

n+1 n+1 

Diese Gleichungen sind mit einander verträglich, denn 
es folgt aus ihnen cos^A' + sin^A'= 1. Indem inan die zweite 
dififerentiiert, erhält man: 

^ V^Ü + cosX 

cos A' dX' = — TT -; "T Ti- ^^ > 

^ + ' (,+ V^K,osx) 

also gemäXs der ersteren: 

(»+ i)dr , '^^ ; 

1+y-^r^'Ko.i 

' n+1 

folglich wird die Gleichung (15): 

dc^ = dX — (w + 1) dk\ 

Integriert man dieselbe so, dafs C3 zugleich mit A und A' 
verschwindet, so folgt: 

(17) o = A — (w+l)A', 
also: 

(18) cos CO + i sin CO == (cos A -|- * sin A) (cos A' — i sin A')"+^. 

Wir setzen nun zur Abkürzung: 


(19) B = y--Q' +2gQ- ^j^. , 

so wird nach der Gleichung (11): 
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/cw\\ 1 »4-1 Q — g .- n+1 B 

(20) co8A=-T - — ^, sin A = — ^ ^ — , 

^ ^ y»(n + 2) ^ ' yn(n + 2) </ ^ 

und also ergeben die Gleichungen (16): 

(»+1)P— TXT 1 » 

(21) eosA=-p -^^--, 8mA=— = — • 

^ ^ yn(n+2) P ' Vn(n + 2) ^ 

» 

Man hat demnach: 

cos iL + i sin A = ; (p — flf + iiZ) , 

^ P Vn(n+2) ^^ ^ ^ ^' 

cosA' — isin A' = , r(n + l)p j— — iiZl, 

und die Gleichung (18) wird schliefslich: 

coscD -|- i sinaj = 

(22) |__n^l^ 1 r^^ ^^ ^^_.^^^^^^ 

Diese Gleichung läfst sich in zwei zerlegen^ durch welche 
cos C3 und sin cd als Funktionen von q gegeben werden. Jede 
derselben ist als Gleichung unserer Kurven in Polarkoordinaten 
zu betrachten. Multipliziert man die Gleichung mit q^ so er- 
hält man: 

Für den besonderen Fall, daüs n eine ganze Zahl ist, 
erhalten die Werte von x und y die Form: 

9 Q 

t und f bezeichnen dabei ganze rationale Funktionen von q. 

559« Die Gleichung der Eulersohen Kurven in ihrer 
einfachsten Form. Im allgemeinen Falle ist die Gleichung (22) 
zu kompliziert, um zu einem weiteren Studium der dargestellten 
Kurven zu dienen; es ist dann vorteilhafter, das System der 
Gleichungen (11), (16) und (17) anzuwenden, wie dies Euler 
gethan hat. 
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Wählt man die Gröfse ^K^v^y ) g-^j. Eiaheit, so re- 
duzieren sich die Gleichungen (11) und (12) auf 

p == , r + cos A , ds = dk. 

und hieraus folgt, indem man die Bogen von A = an rechnet: 

s = A, 

P = ■ r + cos 5 , 

als allgemeine Gleichung unserer Kurven zwischen, der Bogen- 
länge und dem Radiusvektor. Diese Resultate stimmen mit 
den von Euler erhaltenen überein. 

Für den Fall w == 1 wird die Gleichung (22), wenn man 

-|- zur Einheit wählt: 

COS CD + * sin O = ^^^ ■ ^ ^ \. — , 

SQ^y3 ' 

und es ist: 

U = y— p8 + 4p — 1. 

Hieraus folgt, dafs die zum Werte n = 1 gehörige Kurve 
durch jede der beiden Gleichungen dargestellt ist: 

q^ + Gq-2 


coso = 


Bq^Ys 


sin C3 = -^^ — ■ — ^^ — — 7^ — ■ — ^^ 

Für den Fall n = 2 wird die Gleichung (22), indem man 
Y zur Einheit wählt: 

cosa} + ^smal= -^ ^ — '^, -^, 

und es ist: 

u = y— p2_^6p — 1. 

Hieraus folgt, dafs die zum Werte n=^2 gehörige Kurve 
durch jede der beiden Gleichungen dargestellt ist: 

p*+ 14p« — 8p + 1 


cos© = 
sin o = 


8p» > 

■~i)(p»+4p-i)y-p«+6p>-i 

8p8 
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§ 6. Die Bektiflkation der Lemnlskate und des Orales 

Ton Cassini. 

560. Der Lemniskatenbogen. Die Lemniskate hat in 
Polarkoordinaten die Gleichung (Nr. S37): 

Q^ = 2a? cos2g). 
Daraus folgt: 

und wenn man mit s den Bogen der Kurve gerechnet von 
einem willkürlichen Anfangspunkte an bezeichnet; 


ds = 2a^ T oder ds = a y2 


}/4a*— p* ycos2co 


Setzt man sin cd = — -=- sin 9 , cos co=yl — ^ ^in* 9 , so 

dtp 


wird: 


ds = a 


V' 


— sin' (f 


Wird also die Strecke a zur Einheit gewählt, und läfst 
man den Bogen s im Punkte a? = beginnen, so wird: 

9 

S = 





Der Bogen der Lemniskate ist demnach gleich einem ellip- 
tischen Integrale erster Gattung, dessen Amplitude gleich 9 und 

dessen Modul gleich l/y ^^• 

Wir werden später sehen, dafs die elliptischen Integrale 
erster Gattung unter einander addiert oder subtrahiert, mul- 
tipliziert oder dividiert werden hönnen, in algebraischer Weise, 
ähnlich wie die Bogen des Kreises. Hieraus folgt dann, dafs 
man bei der Lemniskate analoge Konstruktionen ausßihren 
kann wie in der Theorie der Kreisteilung. 

56L Bektiflkation des Cassinisohen Ovales. Die 

Lemniskate ist nur ein besonderer Fall der unter dem Namen 
des Ovales von Cassini bekannten Kurve. Dieselbe ist definiert 
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durcli die Eigenschaft^ dafs das Produkt der Entfernungen 
jedes Kurvenpunktes yon zwei festen Punkten konstant ist. 
Die Gleichung der Kurve wird in Polarkoordinaten 

^* — 2a^Q^ cos 2© + a* = 6*; 

2 a ist die Entfernung der beiden festen Punkte, 6^ das kon- 
stante Produkt. Die Cassini sehe Kurve bekommt drei sehr 

verschiedene Formen, le nachdem das Verhältnis — kleiner. 

TL 

gleich oder grölser als die Einheit ist; für — »«1 wi^d sie 
die Lemniskate. 

Wir nehmen zuerst — < I an und setzen 6*=^a*8in2a. 

a 

Dann besteht die Kurve aus zwei symmetrischen geschlossenen 

Ovalen, und der Winkel 2a ist zugleich derjenige, welchen 

die vom Mittelpunkte aus an ein Oval gelegten Tangenten 

mit einander bilden. Die Radienvektoren, welche zu den 

Werten c3q und (Oi gehören, begrenzen auf der Kurve zwei 

Bogen, die mit s((OQy ca^) und <f(a)Q, C3^) bezeichnet werden 

sollen^ oder einfach mit s(aii) imd ff(a>i), wenn ©^ = ist. 

Damach findet man leicht: 

Oh 

VcoB 2(0. + ycos*2» — 008*2« , 

1/co8«2q) — cos«2fiff ' 


Ctio 

»1 


&* / Kcos 2a) — |/co8*2a) — cos' 2a 


_/ X 0' t KCOSlSa) — I^C08'20> — COS' 2a , 

^ ®^ ^^ '* ' 1/C08«2(0--C08«2a ' 


und hieraus folgt: 

(Ol 

(1) s(o)o, raj + tf(a)o, ojj = >/2 -^ f '*" ==^, 

^ J y COS 2 CD — cos 2a 


»o 


COi 

A(o 


(2) s(a>„, «0 - tf(fl,„, m^^yß^ f- — 

J ycos 2q) + cos 2a 

(t)o 

Setzt man in der Gleichung (1) 

(3) sin (D = sin a sin ^> 
und in der Gleichung (2) 

Serret, Diff.- u. Integral-Bechnnmg. IL 2. Aufl. 15 
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(4) sin (D s=s cos CK sin ^y 
so erhält man: 

\ j V o; 1/ -T V o; ly a J y i _ sin« « sin« 9 ' 

^ ^ V 0> 1/ V 0; 1/ a J yi _ cos«a sin«^ 


V. 


o 


Die Winkel 9^, ^q, ©^ und q>^y ^1, ©1 müssen den 
Gleichungen (3) und (4) genügen. 

Setzt man m^ = 0, so wird auch 9^ = 0, ^0 ^ ö; ^^^ 
indem man q), if, ca an Stelle von 9^^ ^^^ (d^ schreibt, er- 
geben die Gleichungen (5) und (6): 

(7) -^[Ka,) + <f(a))] = F(sina,9), 

(8) ^ [«(qj) — <f (cd)] = 2^(cosa, ^). . 

Hieraus folgt, dafs jedes elliptische Integral erster Gattung, 
was auch der Modul sein mag, durch die Summe oder durch 
die Differenz zweier Bogen des Gassinischen Ovales von der 
betrachteten Art ausdrückbar ist. Umgekehrt ist jeder Bogen 
dieser Kurve durch die Summe zweier elliptischer Integrale 
erster Gattung mit komplementären Moduln dargestellt worden. 
Diese Moduln haben die Werte: 


— tI/^ + tV^- 

Setzt man in der Gleichung (7) © == a, also 9 = -— und 

bezeichnet man mit 8 die gesamte Länge beider Ovale, so 
erhält man 

j|i5 = J\(sin«). 

Das vollständige Integral mit dem Modul sin a ist also 
vermittelst des vollen ümfanges der Kurve darstellbar. 
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Für den Fall — = 1 ist der Winkel a gleich -j- und die 

Bogen <f((o) sind null; man erhalt dann das bereits bekannte 
Resultat für die Lemniskate. 

562. Beendigung der UnterBuohnng. Wir nehmen nun 

— > 1 an und setzen a^ = 6^ sin 2 a. Die Kurve besteht nun 
a 

aus einem Ovale. Ich bezeichne jetzt mit s(oq, o^) den Bogen^ 
welcher durch die beiden zu (Oq und co^ gehörigen Radien 
bestimmt wird, und mit e(p^, ©i) den Bogen, welchen die zu 
diesen senkrechten Radien begrenzen. Alsdann wird: 


Wi 




/ \ ^ M yco8 2a) + l/cos*2a) + cotff'Sa , 

^ ®' ^^ "■ ' ycos«2a) + cotg*2a ' 


»o 


/ \ &* / V— cos 2c9 + l/cos* 209 + cotff* 2a , 

^ 0' !>' ay yco8«2a) + cotg*2a ' 

«0 

folglich wird, indem man cDq und m^ zwischen und -^ an- 
nimmt: 

»^ yco8"2Q)4-cotg"2a 


«0 

0»! 


/irv\ / \ ^/ \ n/ö^' / r — cotg2a+Vc08*2a> + cotflf*2a , 

(10) .(a,,o„)-<a,„,a,,)=y2-y X_^_±^__^Ji_rf„, 


CO« 


Wir setzen nun in der Gleichung (9) 

/ii\ i/ Tö i . ao 1 — 28in*a sin*© 

(11) ycos« 2(0 + cotg« 2« = jg^^^ ^ 

und in der Gleichung (1) 

(12) ycos«2ai + cotg«2a ^^^ ^, 

so wird: 

(13) 5 (Cöo, ©i) + <f (do, ©i) = 6 / --====4====r-, 

^ yi — sin' a Bin" qp 

9o 

(2^ 


(14) 5 (Oo, ©i) — <f (Oo, ©i) = ^T-yj 


C08*a sin'*^ 
V. 

16* 
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Die Winkel y^, ifg, Og und y^, ti, ^ müssen den 
öleichnngen (11) nnd (12) genügen, und wenn man den 
Winkel e/ durch die Gleichung sin2o'' = sin2a sin2o> de- 
finiert, so reduzieren sich diese öleichnngen auf 

■ma' nnm 

Sin cp = — : — , sm w «= 

^ 8ina ' ^ cosa 

Ist a^»" 0, so ist auch 90"=» 0, if^o"^ ^ ^'^^ ^ Gleichungen 
(13) und (14) geben: 

(15) I [s (») + 6 (o,)] = i'Xsin «, y) , 

(16) I [5 (a>) - if (fi,)] = -F(cos a, ifr). 

Die Moduln dieser elliptischen Integrale sind komplementär 
und haben die Werte: 


sina = 4-]/l + |^-|]/l-|^, 

cos a - y "l/l + 1^ + y ]/l - I* . 

Setzt man o = -7-, so wird 9 = ^f ^^^ *^^ ^®' 

Gleichung (15) folgt, wenn man mit 8 den gesamten Um- 
fang der Kurve bezeichnet: 

-j^= j;(sina). 

Man gelangt sonach zu den nämlichen Sätzen wie im 
ersten Falle. 


§ 7. Über die algebraischen Kurren^ deren Bogen rieh 
durch elliptische Integrale erster Gattung darstellen 

lassen. 

568« Stellung des Problems. Die Bestimmung aller 
algebraischen Kurven, deren Bogen sich durch elliptische Inte- 
grale erster Gattung darstellen lassen^ bietet sehr grofse Schwie- 
rigkeiten dar^ und Legendre, welcher sich vielfach mit dieser 
Frage beschäftigt hat, konnte keine Kurve finden, welche die 
Eigenschaft der Lemniskate besitzt. Vor mehreren Jahren 
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habe ich die vollständige Losung des Problemes gegeben (drei 
Abhandlungen in Liouville's Jowmaly erste Serie Bd. 10\ 
indem ich mich dabei immer auf solche Kurven beschrankte, 
bei welchen sich die geradlinigen Koordinaten als rationale 
Funktionen einer Yariabelen darstellen lassen. Ich gelangte 
so zu einer unendUchen Mannigfaltigkeit verschiedener Kkssen, 
von denen jede unendlich viele individuelle Kurven umfafst, 
bei denen die Bogenlängen elliptische Integrale mit verschie- 
denen Moduln werden. Die weitere Untersuchung ei^ab so- 
dann zwei bemerkenswerte geometrische Eigenschaften, welche 
allen Kurven der ersten Klasse gemein sind und auch zu ihrer 
Definition dienen können. Die Theorie dieser Kurven wird 
dadurch unabhängig von den analytischen Untersuchungen, 
welche mir zu ihrer Entdeckung verhalfen. 

564. Erste charäkteristisohe Eigensohaft. Es gilt der 
Satz: Es sei n eine ganze oder gebrodiene, ja auch irrationale 
Zähl; wir Jconstruieren das Dreieck OMP so, dafs 

OP^Yn und MP=yn + l 

wird; femer denken tvir u/ns, dafs, während die Ecke fest 
bleibt, das Dreieck derart verändert wird, dafs der Kosinns des 
Winkds m, eimschen der veränderlichen Seite OM und einer 
festen Geraden, beständig gleich ist dem Kosinus des Winkds 

nMOP — {n+l)OMP', 

alsdann beschreibt der Punkt M eine Kurve (die sigebraisch 
wird, wenn n rational ist), deren Bogen ais Funktion des Badius- 
vektor durch ein eU^tisches Integral amdrückbar ist, dessen Modul 

cmf den Wert 1/ ^ zurückgeführt werden kann. 

Denn ist MOP^^^a^ OMP = ßf so ergiebt sich die 
Gleichung der Kurve aus der Elimination von a und ß zwischen 
den Gleichungen: 

cos (D = cos \na — (w + 1) /S] , 
cosa = ^^^ — 7=-, cos/J = 


aus diesen letzten beiden Gleichungen folgt: 
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sma = pr, smp = 


wenn JB = )/ — p* + 2(>^ (2n + 1) — 1 gesetzt wird. Durch 
Differentiation findet man 

+ dcu = nda — (n + 1) rf/J; 
also: 

und folglich erhalt man für das Differential des Bogens 

±ds = 2yn(n + l)^' 

Aus den vorigen Gleichungen folgen auch die weiteren, 
welche zu beachten sind: 

+ ds = y^— ^, +ds = y;r+i -^. 

' ^ cosp' ' ^ ' cos« 

Ferner erhält man. wenn man Je = X^ — r— - setzt: 

^ r n + 1 


sin/J «= Ä sin«, cos/J = "|/l — ä* sin*«; 
also, wenn man annimmt, dais dQ das Vorzeichen von da hat: 


ds = j/n 


da 


yi — k* sin« a ' 


und sonach ist der Bogen, gerechnet vom Punkte der Polar- 

axe, för welchen a = oder p = ]/w+T + V^ ist, aus- 
gedrückt durch das elliptische Integral mit dem Modul k und 
der Amplitude a: 


^ yi — Ä* Bin' a 




was bewiesen werden sollte. Man sieht leicht, dafs fär den 
Fall n =B 1 die Kurve mit der Lenmiskate identisch wird. 


Quadratur und Bektifikation. 231 

Die Fläche des erzeugenden Dreieckes OMP ist — , 
und andererseits findet man leicht 


Y j Q^ dm = -j- -\- const. 


Hieraus folgt^ dafs die Fläche eines Sektors der Kurve, 
von der Polaraxe an gerechnet, immer gleich ist der Fläche 
des erzeugenden Dreieckes. 

* 565. Zweite cliarakteTistische Eigenschaft. Ich gehe nun 
zur Untersuchung der zweiten Eigenschaft dieser bemerkens- 
werten Kurven über. Es ist in dem Dreieck OMP 


also: 


^2 = 2^ + 1 + 2 yn(n+l) cos (a + j3) , 

/ I ^\ P*— (2w + l) , d<D 

C08(a + /3) = -^-^^^ = + 9^, 

Hieraus folgt, dafs der Neigungswinkel zwischen der Nor- 
malen und dem Radiusvektor gleich a -{- ß oder gleich dem 
Supplemente davon ist. Konstruiert man also im Punkte M 
einen Winkel PMN= MOP, indem man zunächst den ersten 
Fall betrachtet, so wird MN die Nor- 
male der Kurve im Punkte Jf , welcher 
zur Lage OMP des erzeugenden Drei- 
eckes gehört. Andererseits liegt der 
Punkt auf dem Kreisbogen, welcher 
zu der Sehne MP und dem Peripherie- 
winkel MOP=PMN gehört; also ist 
MN die Tangente des dem erzeugenden 
Dreiecke umgeschriebenen Kreises, und wenn C der Mittelpunkt 
dieses Kreises ist, so wird der Radius MC die Tangente der 
Kurve. Femer erkennt man leicht, dafs, wenn die Ecke M 
des Dreieckes bei stetiger Bewegung die Kurve beschreibt, 
diese Eigenschaft für alle Lagen des Dreieckes gilt. 

Man kann aber auch annehmen, dafs der Neigungswinkel 
der Normalen und des Radiusvektor gleich dem Supplemente 
von a -{- ß ist. Wenn man dann das Dreieck OMP um die 
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Gerade OM dreht, so erlialt man ein zweites Dreieck an Stelle 
des ersten zur Erzeugung der Eurre^ und die vorige Eigen- 
schaft gilt dann ftir dieses neue Dreieck. 

Hieraus ergiebt sieh die folgende Erzeugungsweise: 

Zweiter Satz. Wewn das Dreieck OMP so variiert wird, 
dafs der Eckpunkt fest bleibt und dafs die beweglichen Seiten 

OP wnd MP beständig gleich )/» und ]/»+T sfwrf, wenn 
femer die unendlich kleine Versahidmng MW des Punktes M 
i» jedem Momente a^f der Geraden erfdgt, weUAe diesen Punkt 
mit dmn Mittelpunkte des dem Dreiecke umgeschriAenen Kreises 
verbindet, so erzeugt der Punkt M die eUiptisdie Kurve, wddhe 
smr Zahl n gehärt. 
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Die Knbatnr der Körper nnd die Quadratur krummer 

Flächen. Melirfeche Integrale. 


§ 1. Kufeatar dnreh einfache Integrale. 

566. Volumen eines Cylinders von konstanter Höhe. 
Wie in der Elementar^eometrie gezeigt wird, ist das Volumen 
eines Prismas gleich dem Produkt aus dem Flächeninhalte F 
seiner Grundfläche und seiner Höhe A. Derselbe Satz gilt 
auch von jedem Cylinder mit beliebiger Grundfläche. 

Um dies zu zeigen knüpfen wir zunächst an die Figur 
an, welche wir bereits in Nr. 404 betrachteten. Der Fläche 
ÄCMP wurde in der dort angegebenen Weise ein Polygon 
ÄCNj^Mi ...NnPÄ eingeschrieben und ein Polygon AN^M^N^ 
. . . MPÄ umgeschrieben. Wir behalten die dortige Bezeichnungs- 
weise bei und nennen F den Inhalt der Fläche ÄCMP, 0n den 
des eingeschriebenen, W^ den des umgeschriebenen Polygons. 
Auf F als GrundjBäche errichten wir einen geraden Cylinder 
mit der Höhe %, auf 0n nnd Wn zwei gerade Prismen mit 
derselben Höhe h. 

Alsdann wird auch der Cylinder das eine der beiden 
Prismen vollständig einschlielsen, von dem anderen vollständig 
umsehlossen werden. Mithin besteht zwischen seinem Volumen V 
und denen %^9, hWn der beiden Prismen die Beziehung: 

Für unbegrenzt wachsendes n ergiefot sich abo bei be- 
ständiger Verkleinerung der Intervalle 

oder 


also wird: 
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Nun ist aber nach Nr. 406: 

lim 0n = lim Wn = F, 

hF£r<hFy d. h. 

F= hF, . 
w. z. bew. w. • 

Bisher wurde angenommen^ dafs die Grundfläche F ein 
Viereck sein sollte^ von dem nur eine Seite krummlinig war, 
während seine anderen Seiten von drei auf einander senk- 
rechten Geraden gebüdet wurden. Ist diese Annahme nicht 
erfüllt, so läfst sich die Figur doch in den praktisch wichtigen 
Fällen in eine endliche Anzahl von Flächenstücken dieser Be- 
schaffenheit zerlegen. Sind F^, F^f . . . F^ die Inhalte von 
diesen, so zerfällt auch der Cjlinder in die entsprechenden 
Teilcylinder von der Höhe h. Sind F^, Fj, . . . Vn die Inhalte 
derselben, V das Volumen des ganzen Cylinders, so wird: 

= ÄFi + ÄF, + • • • + hFn 

^h(F^+ F, + '''+Fn) 

= hF 
wie vorher. 

567. Volumen eines beliebigen Körpers. Wir wollen 
voraussetzen, dals unser Körper von einer stetigen geschlossenen 
Fläche begrenzt ist, so dafs die Definition des Volumens keine 
Schwierigkeiten bietet. 

Es seien Oa?, Oy, O0 die drei Axen eines rechtwinkligen 
Koordinatensystemes. Wir bezeichnen mit V das Volumen 
eines Segmentes eines beliebigen Körpers, welches von den 
beiden Ebenen MqNq und MN begrenzt ist, die der y^e?- Ebene 
parallel sind und zu den Abscissen Xq und x gehören. Nimmt 
man Xq als konstant und x als variabel an, so wird das Volumen 
V von X abhängig sein. Wir betrachten nun zwei Querschnitte 
des Körpers, gebildet durch die Ebenen MN und M'N\ welche 
parallel zur y^er- Ebene sind und zu den Abscissen x und x-^- öiX 
gehören. Diese beiden Ebenen bestimmen ein Segment, dessen 
Volumen AF heifsen möge. Den Inhalt des von der Ebene 
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MN gebildeten Querschnittes bezeichnen wir mit u. Im Innern 
dieser Fläche u nehmen wir einen Punkt i an, ziehen i% 
parallel der Axe OX, und legen durch i% irgend eine Halb- 
ebene mii'm'y welche die Ebenen MN und M'K in im und 
und die Begrenzungs- 


i'm 


Fig. 16. 




ZU im, 



fläche des Körpers in der 
Kurve mm' schneidet. Durch 
alle Punkte der Geraden 
legen wir Parallele 
welche alle durch die Kurve 
mm' begrenzt werden. Ihre 
Längen l sind Funktionen der 
Abscisse rz;, die zu dem Quer- 
schnitte jJf JV gehört, und des 
Winkels ©, welchen die zugehörige Ebene imm'i mit der 
rr^- Ebene bildet. Unsere Voraussetzung, die Fläche solle stetig 
sein, wollen wir jetzt dahin präzisieren, AsSs l eine stetige 
Funktion von x und cd sein soll. Alsdann sei l^ die kleinste 
und l^ die gröJste unter diesen Geraden. Diese Längen tragen 
wir auf der Geraden im vom Punkte i aus ab, so dafs i2>i = ?i; 
ip^ = I2 wird. Läfst man nun die Halbebene mii'm' um 
die feste Gerade ii' sich drehen, wobei wir der Einfachheit 
halber annehmen wollen, dafs die Querschnitte des Körpers 
so gestaltet sind, dafs jeder Strahl im die Begrenzungskurve 
immer nur in einem Punkte trifft, so beschreiben die beiden 
Punkte Pi uiid p^ in der Ebene MN zwei stetige geschlossene 
Kurven, deren Flächen wir mit w^ und u^ bezeichnen. Kon- 
struiert man nun den Gjlinder, dessen Basis die Kontour der 
Fläche % ist und dessen Erzeugenden parallel zu OX sind, 
femer einen zweiten Cylinder mit der Kontour von u^, so ist das 
Volumen AF zwischen diesen beiden Cylindem enthalten, also: 


oder 

(1) 

Hier ist: 
(2) 


u^Ax < AV<,ti^Axy 


Wi < 


AV 
Ax 


<ti, 


'2* 


in 


in 


4*1 =Yjk^^^y '^ = ^jV^^y 
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während der Inhalt des Querschnittes MN durch 


(3) «=4/P 


da 


gegeben wird. Die Längen l sind stetige Funktionen von x 

und o, l^ und Z, bedeuten den Maximal- bzw. Minimalwert 

des l bei festem ©, wenn x von x bis x -{- Ax variiert. Setzt 

man also Ax =^ 0, so wird l^ = l^==^l und daher folgt aus 

(2) und (3) durch Grenzübergang u^ = t«^ = u und mithin 

aus (1): 

dV 

d^ = ^^ 
oder, da F fttr x = Xq verschwindet: 


= / udx. 


Ab 
Es ergiebt sich also der 

Satz. Das Volumen eines Körpers, taekker durdt eine 
stetige Fläche tmd zwei 0wr x-Axe senhreokte Ebenen hegrensst 
ist, findet man, indem man in einem hdiSbigen Abstände eine 
zwr Endfläche paraUde Ebene legt tmd den Flächeninkcdt des 
entstandenen Querschnittes nach x integriert. Die Grenzen der 
Integration sind dabei die den beiden Endflächen entsprechenden 
Werte von x. 

Dieses Resultat setzt voraus, dafe die Flache u als 
Funktion von x bekannt ist. Die Bestimmung derselben er- 
fordert also im allgemeinen selbst wieder eine Integration; 
aber es gi^t Fälle, wo diese unmittelbar ausgeführt werden 
kann, wie wir an einigen Beispielen sehen wollen. 

506. Brates BeiopieL Beredinung des Volumens eines 
Kegels mit beliebiger Basis. Wir wählen den Scheitel des 

Kegels zum Anfangspunkt dreier ge- 
radliniger Axen, und das Lot von 
diesem Scheitel auf die Bosis zur 
ÄJ-Axe. Wenn man mit B die Grofse 
der Basisfläche, mit S die Höhe des 
Kegels bezeichnet , so ist bekanntlicb 
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M = 


■x\ 

und daher 

wird das Volumen: 

• 





H 





F=- 

Ä.A' 

dx = 

1 
3 

BH. 





569. Zweites Beispiel. Volumbestimmung des Segmentes 
eines Ellipsoides, welches zwischen zwei paräUekn Ebenen enir 
hdUen ist. 

Wir beziehen das Ellipsoid auf drei konjugierte Durch- 
messer Ox, Oyy Oz, von denen die beiden letzten parallel zu 
den Basisebenen des Segmentes sind. Die Gleichung der Be- 
grenzungsfläche des Körpers wird: 

-rv+^ + -Tf = l oder — ~ ^H ; ^ = 1 

a', b\ e' sind die halben Längen der konjugierten Durchmesser. 
Die Fläche u ist hier die einer Ellipse , in welcher zwei kon- 
jugierte Durchmesser die Längen haben^ weldie gleich sind 
dem Doppelten der Werte 


^Yi-I^' «'l/i^- 


Ferner ist der Winkel zwischen diesen Durchmessern gleich 
dem Winkel d, den die halben Durchmesser V, d des Ellipsoides 
bilden. Also ist 

u = 7tV d sin ö (1 Tg j ' 

Wenn also x^ und x^ die Werte von x bezeichnen, welche 
zu den Basisebenen des Segmentes gehören, und a den Winkel, 
welchen die a?-Axe mit der y;8i-Ebene bildet, so wird der Ab- 
stand der zu x^ und x gehörenden Ebenen = (a? — x^ sin a 
und daher 


lin a j (l - 1;) 


F^ TtV d sin d sin a / |1 — — ? I dx 

oder 

F«=* xVo sin ö sin a \(x^ — x^ — ^"FT^J ' 
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Um das ganze Volumen des Ellipsoides zu erhalten^ mufs 
man Xq = — a', aji = + a setzen^ alsdann folgt 


F= — %dV d sin B sin a. 


Wählt man ftlr a, 6', c' die Halbaxen a, 6, c, so ist 
« = 90«^ ö = 90« und 


3 


F= ^%abc\ 


der Vergleich dieser beiden Formeln ergiebt 

a6c = dV c sin sin a ^ 

wodurch der bekannte Satz ausgedrückt ist^ dafs das Parallel- 
epiped^ welches über drei konjugierten Durchmessern kon- 
struiert ist, ein konstantes Volumen hat. 

Man erkennt, daüs man durch eine ähnliche Rechnung das 
Volumen des Segmentes eines ein- oder zweischaligen Hyper- 
boloides, sowie eines elliptischen Paraboloides erhält. 

570. Drittes BeispieL ISs seien drei rechtwinJclige Koordir 
natefuxxen gegeben; es soU das Volumen bestimmt werden, weiches 
innerhalb des Oktanten mit positiven Koordinaten von dem hyper- 
bolischen Pa/raboloide begrenzt wird, dessen Gleichung xy = az 
isty wobei a eine Konstante bedeutet, femer von der Ebene ABC, 
welche die Gleichung x-\-y-\-z = a hat, UMd von der xy- Ebene. 
Das Paraboloid wird Ton der Ebene ABC in einer Hy- 
perbel AMB geschnitten und eniMlt sowohl die a;-Axe wie 

j,. jg die y-Axe. Die Ebene PMQ, 

parallel zur y;8r-Ebene, welche 
zur Abscisse x gehört, schnei- 
det die Fläche längs einer 
Geraden MP, und die Ebene 
ABC in der Geraden MQ^ 
welche parallel ist zu BC, 
dem Schnitt derselben Ebene 
ABC mit der yj8f-Ebene; die 
Ebene xy schneidet sie längs 
der Geraden PQ parallel zu 
Oy. Die mit u bezeichnete Fläche ist also hier ein Dreieck 
PMQ, durch welches das zu bestimmende Volumen erzeugt wird. 
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Die Basis PQ dieses Dreieckes ist die Ordinate y, welche 
der Geraden AB bei dem Abscissenwerte x angehört. Also ist 

PQ = a — x. 

Die Höhe MH des Dreieckes PMQ ist die Ordinate jef, 
welche bei dem Abscissenwerte x dem Schnitt des Paraboloides 
nnd der Ebene ABC zukommt. Die Elimination Ton y zwischen 
den Gleichungen dieser beiden Flächen ergiebt: 

x(a — jßT — x) = aZj 


also ist 


x{a 


MH=0 = 


a -}- X ' 


folglich wird der Wert Ton u gleich 

1 x(a — rc)' 

2 a -\- X 

Das gesuchte Volumen V ist durch die Ebenen begrenzt^ 
welche zu a? = und x = a gehören; mithin wird 

a a 


und man erhält: 


^=S-K4)]a'. 


571. Das Volxmien eines Botationskörpers. Die mit u 

bezeichnete Querschnittsfiäche läfst sich unmittelbar angeben 
bei allen Rotationskörpern; denn wählt man die Rotationsaxe 
zur a?-Axe, so wird diese F^he ein 
Ereis oder die Fläche zwischen zwei 
konzentrischen Ejreisen. 

Es sei MqM eine gegebene Kurve^ 
gelegen in der a^y- Ebene. Wir betrachten 
den Körper, welcher entsteht, wenn die 
Fläche MqPqPM zwischen der Kurve 
MqM, der rc-Axe und den Ordinaten MqPq und MP um die 
a;-Axe gedreht wird. Die Fläche u wird eine Bjreisfläche mit 
dem Radius y; also ist 




Fig. 19. 



y 

M 



J^^.-^'"^ 




i^ 

^---^ 

? 




I 
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> 

JC 


2 


u = jry*, 


-./»•<;-, 
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wenn x^ nnd Xj^ die Abseissen sind, die zu den Ordinaten 
MqPq und HP gehören. 

Ist das Yolmnen zu bestimmen , welches Ton einer Flache 
M^NqNM erzeugt wird, die zwischen zwei gegebenen Kurven 
M^M, N^N und den Ordinaten M^P^, MP liegt^ so hat man 
die Ordinaten y und yf dieser beiden Kurven zu betrachten. 
Die Fläche u ist von den zwei konzentrischen Kreisen mit 
den Radien y und i/ eingeschlossen; also ist 

572. Erstes Beispiel. Das Volumen des Kreisringes. Wir 
beziehen den erzeugenden Ejreis auf zwei rechtwinklige Axen^ 

von denen die ^-Axe mit der Rotations-, 
axe zusammenfallt, a sei der Radius des 
Kreises, ß die Ordinate des Mittelpunktes, 
y, f/ die Ordinaten der Punkte Jf , N^ 
welche zu derselben Abscisse x gehören; 
jp Qp dc es ist 

Wir nehmen an, dafs die Rotationsaxe aufserhalb des 
Kreises liegt, so ist 

u = 4jtßya^ — x^, F= 4xßfya^ — x*dx. 

Bezeichnet man nun mit v die Flache des Kreissegmentes, 
welche zwischen den Ordinaten MqPq und MP liegt, die zu 
Xq und x^ gehören, so ist 

(y — lO^^ = ^fVa^ — x^dx. 

^ Xq 

Also ist das entsprechende Segment des Kreisringes 

F= 2xßv. 

Für das ganze Volumen des Ringes hat man v ^=%a^ zu 

setzen, und es wird 

F= 27C^a^ß. 
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578. Zweites Beispiel. Das Volumen des Körpers, welcher 
durch Rotation der GyJcloidenfläche um ihre B<ms entsteht 

Wenn man die Basis der Gykloide zur x-Axe und die 
Senkrechte in einem Endpunkte der Basis zur y-Axe wahlt^ 
so ist die Kurve definiert durch die Gleichungen (Nr. 231): 

X = a((p — sin^)), y = a(l — cos 9?), 

und hieraus folgt: 

dx = a(l — cos 9) dtp. 

Wird das Volumen erzeugt durch die Fläche, welche 
zwischen der Kurve, der Basislinie und der Ordinate y, die 
zur Abscisse x oder dem Winkel 9 gehört, liegt, so wird: 

r / 

V=jcl y^dx = Jta^ 1(1 — cos g>y dg>. 



Nun ist 

(1 — cos 9)* = Y — x cos 9 + Y cos 2g> — — cos 89, 

also 

F= 5ra^ (y 9 — Y ^"^ 9 H" T ®^^ ^^ — 12 ®"^ ^^) ' 

Will man den Körper, welcher von der ganzen Cykloide 
erzeugt wird, berechnen, so ist q) =^27t zu setzen und es wird 

574. Drittes Beispiel. Das Volumen des Körpers, welcher 
durch Rotation der CyMoidenfläche um die Tangente im Scheitel- 
punkt entsteht. 

Die Kurve sei auf die nämlichen Axen wie vorhin bezogen 
und es sei V das Volumen, welches durch die Fläche erzeugt 
ist, die zwischen der Kurve, der Tangente im Scheitelpunkt 
und der Geraden von der Länge 2a — y liegt, die senkrecht 
zu dieser zum Winkel 9 gehört. Man erhält 


fta it 


F= 7t I (2a — yydx = noü^ f (1 + COS9) &in^ q)d(p. 


Nun ist 




. Q ., Qp sin Qp cos Qp , , 

sm^ (pd(p =^Y 2 — ' ^^^"^"'v 

COS (p sin^o) d(p = — sin^w -\- const.: 

o 
Serret, Diif.- n. Integral-Bechnimg. IL S. Aufl. 16 


242 


Sechstes Kapitel 


also 


F= jro» ( 


'% — 9 


2 


+ 


Bin 7 cos 9 


ysinV) 


Setzt man 9 = 0, so erhalt man das Volumen, welches 
Yon der Flache zwischen der halben Gykloide und der Tangente 
im Scheitel erzeugt ist; verdoppelt man dasselbe, so erhalt 
man das ganze Volumen, nämlich 

Es ist also der fünfte TeU des in dem vorigen Beispiel 
betrachteten Volumens. 


§ 2. Kubatur durch Doppelintegrale. 

575. Das Volumen ala Bweifaohes IntegraL Wir kehren 
zu der Gleichung 


(1) 


-/« 


dx 


zurück, die wir in Nr. 567 fftr rechtwinklige Koordinaten auf- 
gestellt haben und in welcher V das Volumen eines Körper- 
segmentes bedeutet, das zwischen den zwei zur yjer- Ebene 
parallelen Ebenen enthalten ist, welche zu den Abscissen x^ 
und x^ gehören. Wir nehmen dabei immer an, daTs die Flache, 
deren Inhalt u ist, von einer Kurve begrenzt ist, welche von 
den zur is-Axe parallelen Geraden nur in zwei Punkten ge- 
schnitten wird; wenn nämlich diese Kurven an mehreren Stellen, 


Flg. M. 


Fig. 28. 






n 


y 






jedoch in endlicher Anzahl, von diesen Geraden geschnitten 
werden, so kann man das Volumen V in mehrere Teile zer- 
legen, von denen jeder dieser Bedingung genügt. Es seien nun 
jSj^ und 0Q die Ordinaten MP und m^P, welche zu einem 
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bestimmten Werte OP^^y gehören; y^ imd y^ mögen die 
Werte von y bezeichnen^ welche zu den Grenzen der Eontour 
Yon u gehören. Alsdann wird die Fläche u gegeben durch 
den Ausdruck 

Vi 

(2) ^=J(^i—^o)dy7 

Vo 

und die Gleichung (1) läfst sich demnach folgendermafsen 
schreiben: 


«1 Vi 


(3) r^jdxj(0,-z,)dy. 

In dieser Gleichung sind z^ und z^ gegebene Funktionen 
von X und y\ sie sind die Ordinaten z der beiden Punkte der 
Oberflache des Körpers^ welche zu den Koordinaten Xj y ge- 
hören; y^ und y^ sind Funktionen der Yariabelen Xj sie be- 
deuten die Ordinaten parallel zur y-Axe und gehören zur Ab- 
scisse 0? ftlr die Kurve, welche die Projektion des Volumen V 
auf die a;y- Ebene begrenzt; endlich sind x^ und (c^ gegebene 
Konstanten. Die Gleichung (2) drückt bekanntlich aus, daiSs 

u = lim S{z^ — ^o)^y 

ist, wenn man x als konstant ansieht und y von y^ bis y^ in 
Intervallen Ay variieren läJGst, welche zuletzt null werden. 
Ebenso ist nach der Gleichung (1) 

F= hm SuAx] 

indem x hierbei von Xq bis Xj^ in Intervallen variiert, welche 
gleich Ax sind. Also kann man schreiben: 

F= lim SAx lim S {z-^ — z^ Ay 
oder 

(4) F=lim ]im S8{z^ — z^)AxAy, 

wobei zunächst die Reihenfolge der Grenzprozesse zu beachten 
ist. Der Ausdruck (3) heifet ein zweifaches Integral^ weil 
zwei Integrationen nach einander und in bestimmter Reihen- 
folge auszuführen sind. Der Ausdruck (4) zeigt, dafs V die 
Grenze ist, nach welcher die Summe der Prismen {z^ — z^ AxAy 

konvergiert. Die Basen AxAy dieser Prismen ergeben eine 

16* 
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Snmme, deren Grenze die Projektion unseres Körpers auf die 
a;y- Ebene ist. 

576. EzistenE des DoppelintegraleB. Die Aufgabe, fär 
einen beliebig begrenzten Körper die Existenz einer bestimmten 
Yolumzahl V nachzuweisen und die örölse derselben zu be- 
rechnen, kann, wenn die Begrenzungsfiäche auf drei recht- 
winklige Koordinatenaxen bezogen ist und wenn die zur j8r-Axe 
parallelen Geraden diese Flache überall nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten durchschneiden, durch Zerlegung des 
Körpers auf die folgende einfachere zurückgefiihrt werden 
(Nr. 578): In der icy-Ebene ist eine von einer stetigen Kurve 
umschlossene Flache vom Inhalt P gegeben. Zu jedem Punkte 
X, y im Innern oder an der Grenze dieser Flache gehöre eine 
Ordinate z = f{Xy y). Wir nehmen an, dafs /"(a?, y) in dem 
Gebiete P eine stetige Funktion von x und y ist, so dals die 
Endpunkte dieser Ordinaten eine stetige Flache im Räume 
bilden, deren normale Projektion auf die xy-W^ene die Flache 
P ist. Es soll das Volumen des cylindrischen Körpers be- 

stinunt werden, dessen Basis die Flache 
Pund dessen Seitenfläche der Cylinder- 
^ mantel mit den Erzeugenden e längs 
der Randkurve dieser Basis ist, und 
'^ der endlich von der Fläche 0=:f(x,y) 
begrenzt ist. Wir zerlegen die Flache 
P nach irgend welchem Gesetze in 
eine Reihe von Teilgebieten AP, 
deren Anzahl mit n bezeichnet werden 
möge. Diese Zerlegung kann ver- 
mittelst zweier Kurvensysteme ausgeführt werden, von denen 
jedes von einem variabelen Parameter abhängt. Als Teil- 
gebiete erscheinen dann die krummlinigen Vierecke ABB^A^ 
= AP, welche von zwei benachbarten Kurven MNy M^N^ 
des einen Systemes und zwei benachbarten Kurven FQy P^Q^ 
des anderen gebildet werden. Die verschiedenen Elemente AP 
sind im allgemeinen auch der Gröfse nach verschieden. In der 
Nähe der Randkurve der Fläche P werden diese Elemente AP 
teilweise durch Bögen der Randkurve begrenzt. 
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Der grölste Wert, den die Ordinate ^ ^^fix^y) in einem 
bestinunten Gebiete AP annimmt, werde wie in Nr. 405 jedes- 
mal mit G, der kleinste mit g bezeichnet. Bildet man den 
Cylinder mit der Basis AP nnd der Höhe 6r, und betrachtet 
man die Summe aller dieser Cylinderyolumina, die zu den 
yerschiedenen Elementen AP gehören, so erhält man einen 
aus Gylindem zusammengesetzten Körper, das „umschriebene 
Polyeder^' (vergl. Nr. 405), welcher den gegebenen in sich ent- 
halt und dessen Volumen Wn also gröfser ist als das gesuchte. 
Bildet man [dagegen die Summe der Cylinder mit der Basis 
AP und der Höhe g, so erhält man das „eingeschriebene 
Polyeder^^, das ganz in dem gegebenen Körper enthalten ist 
und dessen Volumen C^„ also kleiner ist als das gesuchte. Es 

ist daher 

*n = S^AP, Wn = SGAP 
und 

Wir denken uns jetzt durch fortgesetzte weitere Teilung 
die Anzahl n unserer Elemente AP unbegrenzt vermehrt in 
der Weise, dafs die Dimensionen jedes einzelnen unter jede 
gegebene öröfse herabsinken. Da jßr = f(x, y) nach unserer 
Annahme im Gebiete AP stetig ist, so kann die Schwankung 
G — g iTL jedem Gebiete AP mit AP selbst beliebig klein 
gemacht werden. Hieraus folgt wie in Nr. 405, dafs die 
Differenz der Volumina des umschriebenAi und des einge- 
schriebenen Polyeders 3**« — ^« den Grenzwert Null erhält. 
Man schliefst weiter wie in Nr. 406, dafs die <&„ beständig 
wachsend, die Wn beständig abnehmend denselben Grenzwert 
^ = ^ s= F annehmen. Dabei ist 

= lim <&„ = lim SgAPy 

3»* = Um 3»; = lim 8GAP. 

Der so erhaltene Grenzwert V ist aber auch unabhängig 
von dem bei der Einteilung befolgten Verfahren. 

Sind 0n und Wn die Werte, die wir, den 0a und 3**« 
entsprechend, bei einer anderen Einteilung erhalten hätten, 
so können wir wie in Nr. 406 filr ein bestimmtes n beide 
Teilungen zu einer neuen zusammensetzen, die uns die Werte 
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9n' und Wn liefert. Da die neue Einteilung als Fortsetzung 
der ersten aufgeMst werden kann^ so sind On' und Wn^ 
zwischen 9^ und Wn enthalten, so dafs 

wird. 

Hieraus folgt aber: 

< 4>/'- 4>, < 5r, — 4>, 

und 

Mithin ergiebt sich an der Grenze^ da lim ( Wn — ®n) ~ war : 

lim 0n' = lim On, 

lim q»;" = lim 5»; . 

Ebenso können wir die neue Einteilung mit der zweiten 
yergleichen und erhalten: 

lim ^/' = lim ®n', 

iim?p;" = iim?p;'. 

Es ist daher: 

lim 0n — lim 0n = V} 

lim ?P; = lim 5»;' = V, 
wie behauptet war. 

Hiermit ist der Satz gewonnen: 

SatB. Gegeben sei in der (x, y)- Ebene ein Qdnet P. Dieses 
sei von einer stetigen Kurve begrenzt , welche von jeder Ordinate 
y in nicht mehr alsf^wei Pmkten geschnitten wird. Die Funktion 
g 38 f{x^ y) sei stetig im Inneren und auf der Grenze von P. 
Jtfon zerlege jetzt das Gebiet P in eine Anzahl von Teilgdneten 
AP uml bilde über aUe Teilgebiete die Summe: 

wo {x^ y) die Koordituxien irgend eines Punktes im Inneren des 
zugehärigen AP bedeiaten, Läfst man nun die ÄnzaM der Teil- 
gebiete AP unbegrenzt wachsen, so dafs die Dimensionen jedes 
einzelnen unter jede Grenze sinken, so strebt diese Summe einem 
Grenzwerte zu, der unabhängig von der Art der gewählten Ein- 
teilung ist. Dieser heifst das über das Gebiet P erstreckte Doppel- 
integral der Funktion fix^y) und wird bezeichnet durch: 

lim Sf(x, y) AP =JJf(x, y) dP, 
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Dieses Doppelintegrdl mifst gleichseitig das Volumen des- 
jenigen Cylinders, dessen Bcksis. das Gebiet P, dessen Endfläche 
die Fläche z =^ f{Xy y) ist und dessen Seitenlinien durch die 
Lote gebildet werden, welche in den Bandpwnkten des Gebietes P 
auf der xy-Ebene errichtet sind. 

577. Das Doppelintegral als Bweifaches Integral. Ein 

Flächen- oder Doppelintegral wird berechnet^ indem man es 
auf ein zweifaches Integral zurückführt , das heilst auf zwei 
successiye einfache Integrationen. Wir nehmen an^ dals die 
Elemente AP durch das System Ton Geraden bestimmt sind, 
welche der a;-Axe parallel sind^ und femer durch das öeraden- 
system parallel zur y-Axe. Es wird dann 

AP = AxAy, 

mit Ausnahme derjenigen Flächenelemente, welche an der Band- 
kurve von P liegen. Indem wir nur diejenigen Rechtecke ins 
Auge fassen^ welche Tollsl^dig innerhalb der ebenen Fläche P 
Hegen und mit diesen die Summe 

jr^Sf(x,y)AxAy 

bilden^ muls der Grenzwert derselben gleich dem Grenzwerte 

r=]imSf(x,y)AP 

werden, weil der unterschied der Fläche P von der Summe 
der ihr eingeschriebenen Rechtecke AxAy beliebig klein ge- 
macht werden kann. 

Die Summe V kann nun auf zweierlei Weisen gebildet 
werden: entweder, indem man zunächst alle die Rechtecke 
addiert, die zu demselben Werte von x gehören, d. h. also 
alle die prismatischen Körper, deren Grundflächen in Summa 
einen zur y-Axe parallelen rechtwinkligen Streifen bilden, 
und nachdem dieses geschehen, alle diese Prismen addiert; wir 
drücken dies aus durch die Gleichung: 

r=-SAx8f(x,y)Ay] 

oder, indem man erst alle prismatischen Körper vereinigt, 
welche zu demselben Werte von y gehören, deren Basis also 
zusammen einen zur ^-Axe parallelen Streifen bildet, und 
alsdann diese summiert; also: 

r=SAy8f{x,y)Ax, 
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In beiden Fallen ist dann schlieDslich der Grenzwert fOr 
yerschwindende Werte Yon t^x und Ay zu bilden. Wir be- 
trachten zuvörderst den- ersten Prozeb. Nennen wir wie fi-über 
G und g jedesmal den Maximal- nnd Minimalwert der Funktion 
f(x,y) im Innern oder am Rande eines Elementes ^xAy^ 
so ist: 
(1) 8gAy^8f(x,y)Ay^SGAy, 

Diese Relation bleibt bestehen^ wenn wir im mittleren 
öliede Ay beliebig yerkleinem, di^egen in den beiden äulseren 
den Wert Ay und dementsprechend die Werte g und G bei- 
behalten. Daher wird auch an der Grenze: 


(2) 


SgAy^hm 8f(x, y)Ay£SGAy. 


Fig. 24. 


Um die Grenzen bei dieser Summation zu bestimmen^ 
betrachten wir die Figur 24. 

Wir nehmen an^ daCs die Begrenzung der Flache P Ton 
den Parallelen QM^M^ zur y-Axe immer nur in zwei Punkten 

Mq und Ml geschnitten 
wird, die den Ordinaten 
öJlfo=yoUnd QMi=yi 
entsprechen. Zwei be- 
nachbarte Ordinaten un- 
serer Teilung wie 
QMoM, und QN^N^ 
schlieisen einen Streifen 
Mq Nq Nj^ M^ ein , der 
durch die Parallelen zur 
X'Axe, welche unserer 
- Einteilung entsprechen, 
in eine Anzahl von 
Rechtecken zerlegt wird. 
m^tiQ sei die erste, m^n^ die letzte dieser Parallelen, welche 
in unserem Streifen ganz im Innern des Gebietes P yerlaufen. 
Alsdann sind die Grenzen unserer Summation nach y durch 
y = Qm^ und y ==: Qm^ gegeben und werden, wenn wir 
Ay = werden lassen, in die gröfste Ordinate y^ des Bogens 
MqNq und in die Meinste Ordinate y^ des Bogens M^N^ über- 
gehen. Es wird also 


Y 

A 




» 




■ 

^. 




C 

< 

} JS 
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lim Sf{x, y) Ay = Cf{x, y) dy, 

Vo 

und es wird nach (2) 

SgAy£ff(x,y)dy^SOAy. 

Daraus folgt in Verbindung mit (1), dais der absolute 
Wert der Differenz 


/««, 


8f{x, y) Ly —J f(x, y) dy 

nicht gröJüser ist als 8{G — g)Ay- 
Mithin ist auch 


— SAxjf(x, 


8AxSf(x, y) Ay — SAx 1 f{x^ y) dy 


Vo 


nieht gröfser als 

Ä Aa; 8{G — g)Ay = 88(G — g) Lx Ay. 

Lassen wir jetzt gleichzeitig Ax und Ay unbegrenzt ab- 
nehmen, so sinkt auch G — g unter jede positive Zahl ff, 
und es wird daher auch 

88(G — g)AxAy<<iP, 
d. h. es wird 

]xm88(^G — g)AxAy=0. 

Also ist auch 


vjf{x, 


(3) lim S A« 8f{x, y) Ay = lim 5 Aa; / f{x, y) dy , 

i- 

WO auf der rechten Seite, die ja Ton Ay frei ist, der Limes 
nur fiir Ao; == zu nehmen ist. Die linke Seite ist aber 
nichts anderes als unser Doppelintegral 


//' 


f{x, y) dP. 

Für Ao; = gehen, da y^ und y^ stetige Funktionen Ton x 
sind, y^ und y^ in y^ und y^ über, also auch das Integral 

jf{^,y)dy in jf{x,y)dy, 

Vo Vo 
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Also wird die rechte Seite von (3) einfach 


lim SAx jfixy y) dy = j dx if{Xj y) dy. 




Das Integral nach x bezieht sich auf alle Werte , welche 
die Abscisse x fär die Punkte des Gebietes P annehmen kann; 
wenn also Xq und x^ die Abscissen sind, welche zu den Ordi- 
naten CÄ^ DB gehören, durch welche die Bandkurve der 
Fläche P begrenzt wird, so ist: 

r^JJfix, y) dP =fdxjf(x, y) dy. 

Die analogen Beziehungen gelten, wenn man die Summa- 
tion der Elemente von F' in der anderen Reihenfolge voll- 
zieht, also 

r=8AySf{x,y)Ax 

setzt und nun zuerst Ao;, sodann Ay null werden lafsi Man 
erhalt auf diese Weise, falls die Begrenzungskurve auch von 
den Parallelen zur rz;-Axe höchstens in zwei Punkten ge- 
schnitten wird: 

F= lim F =JdyJf{x, y) dx ; 

die Bedeutung der Grenzen ist aber hier eine durchaus andere 
wie vorhin; Xq und x^ sind Funktionen von y und bedeuten 
die beiden Abscissenwerte der Punkte, in denen die im Ab- 
stände y zur x-AüQ parallele Gerade die Bandkurve von P 
schneidet, während y^ und y^ konstante Werte sind, und die 
beiden äufsersten Werte von y bezeichnen, welche die Punkte 
des Gebietes P besitzen. 
Sonach ist bewiesen: 

Der Wert des Doppelintegrales fff{xj y) dP läfst sich 
durch zwei successive Integrationen berechnen: 

«1 yi(«) 9i »i(y) 

j jfi^y y) ^-P ^Jdxjf(x, y) dy ^J dyj f{x, y) dx, 

wenn die Randkurve des ebenen Gebietes P stetig und so be- 
schafferh ist, dafs sie von den Pa/raUelen zur x-Axe und von 
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d&nen zur y-Axe immer nur in zwei Punkten geschnitten vmrd. 
Die Grenzen in diesen beiden zweifachen Integralen sind ver- 
schieden u/nd durch die Koordinaten der BegrenzungsJcurve von P 
bestimmt 

Wenn die Fläche P ein Rechteck ist, dessen Seiten der 
X' und der y-Axe parallel laufen, und es erstreckt sich die 
eine Seite von Xq bis x^, die andere von y^ bis y^, so sind 
Xq, x^y j/q, y^ sämtlich Konstanten, also: 

J jf^^y y) ^^ =J dxjf{x, y) dy =J dyJf(Xy y) dx. 

Hieraus ergiebt sich der in Nr. 484 unter einer engeren 
Bedingung bewiesene Satz: 

Wenn die Funktion f(x, y) innerhalb der Jconstanten Grenzen 
Xq und x^y y^ und y^ stetig ist, so ist der Wert dieses Doppel- 
integrales gleich dem Werte, welcher sich durch successive Inte- 
groition nach x und nach y ergiebt; die Beihenfoige, in welcher 
diese beiden Integrationen ausgeführt werden, ist ohne JEinflufs 
auf das Restdtat 

§ 3. Anwendungen. 

578. BestinmiuLng der Grenzen. Es sei ein Körper von 
allen Seiten Ton einer stetigen Fläche eingeschlossen, und das 
Koordinatensystem sei so gelegt, dafs die xy-'Ebeiie den Körper 
nicht durchschneidet. Wir nehmen femer an, dafe die zur 
jer-Axe parallelen Geraden die Oberfläche des Körpers in nicht 
mehr als zwei Punkten durchschneiden; denn die Fälle, in 
denen die Oberfläche auch in mehr als zwei Punkten, jedoch 
immer noch in einer endlichen Anzahl, von diesen Geraden 
durchschnitten wird, lassen sich durch Zerlegung des Körpers 
in mehrere Teile auf diesen einfacheren zurückfahren. Be- 
stimmt man alsdann den Gylinder, dessen Erzeugende der 
£^-Axe parallel sind und welcher die Oberfläche des gegebenen 
Körpers berührt^ so ist seine Basis auf der xy-Woene die 
Fläche P. Zu jedem Punkte im Innern Ton P gehören zwei 
Ordinatenwerte Zq und z^^ bestimmt durch die Punkte, in denen 
diese Geraden in den Körper ein- und austreten. Das Volumen 
des Körpers wird alsdann: 
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/ / 01 dxdy —JJ ^odxdy =JJ i^ — ^o) dxdy, 
oder, wenn wir zuerst nach y^ dann nach x integrieren^ gleich 


jdxj{g^ — 


Die Ordinaten e^ und z^j die einem bestimmten Werte- 
paar {Xy y) entsprechen, berechnen sich als die beiden Wurzeln 

der Gleichung 

F{x,y,0)=^O, 

welche die Oberfläche des Körpers definiert. Die Punkte dieser 

Fläche, in denen die Tangentenebene parallel zur jer-Axe ist, 

genügen der Gleichung : 

dF(x, y,z) _^ 
dz ~^' 

und die Elimination von zwischen diesen beiden Gleichungen 
giebt die Gleichung 

f(x, y) = 

der Bandkurve Yon P. Aus dieser Gleichung hat man bei 
jedem Werte Ton x die Werte y^ und y^ zu bestimmen. Die 
Grenzen Xq und x^ der schliefslichen Integration nach x sind 
diejenigen Werte, welche zu den beiden Flächenpunkten ge- 
hören, in denen die Tangentenebene parallel zur y^-Ebene 
ist; für diese Punkte erhält man also die drei Gleichungen: 

Fix,y,0) = O, ^ = 0, 41 = 0. 

579. Polarkoordinaten. Die Flächenelemente AP seien 
bestimmt durch ein System von konzentrischen Kreisen, deren 
Mittelpunkt der Koordinatenanfangspunkt ist, und durch die 
Radien, welche von diesem Punkte ausgehen. Sind q und 
p 4~ ^(^ zunächst die Badien zweier auf einander folgender 
Kjreise, co und ra + Ära die Winkel, welche zu zwei auf ein- 
ander folgenden Badien gehören, so ist: 

AP = |[((> + A9)»-9*]A«. = 9A9Aa. + |(A9)«Aio 
und 
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wo der Limes für verschwindende Aq und Aco zu bilden ist. 
Dieser zerfäUt in zwei Summanden: 

V= lim S(ßj^ — Zq) qAqAg)-^ ylim 8(ß}j^ — 0q) (AqY Aco, 

von denen der zweite verschwindet. In der That^ nennt man 
M das Maximum von \is^ — Zq\ im Gebiete P, so wird 

Ist d der gröfste der Werte Ap, so folgt: 

lim 8(0^ — jSq) {AqY < Jlf lim *• SAq 
oder 

wenn q zwischen den Grenzen Qq und q^ variiert. 
Da lim d = ist, so folgt 

lim 8(0^ — 0^) {AQy = 

und damit die Behauptung. 
Es wird also: 

F= lim 8(0^ — 0q) (fAQAc3. 

Die rechte Seite ist aber nichts anderes als das Doppelintegral 


//' 


erstreckt über alle Wertepaare ((>, ©), welche unserem Ge- 
biete P angehören. In der That ist ja die Definition des 
Doppelintegrales in Nr. 576 eine rein analytische und unab- 


Fig. «6. 


Fig. 26. 




hängig davon, ob wir die beiden Variablen der zu integrierenden 
Funktion als rechtwinklige oder als Polarkoordinaten deuten. 
Nur müssen wir auch hier voraussetzen, daXs 0^ und 0q stetige 
Funktionen von q und cd sind. 
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Um die Integration auszuführen^ integrieren wir zuerst 
nach (>^ dann nach o. Liegt der Anfangspunkt des Eoordinaten- 
sjstemes auJüserhalb der Fläche P^ und schneiden die Radien^ 
welche von ihm ausgehen^ die Begrenzungskurve nur in zwei 
Punkten ; so wird^das innere Integral 


/- 


(^1 — Op^P; 

wenn man mit Qq und q^ die beiden Radien bezeichnet, welche 
zum Winkel co gehören. Dieses ist noch nach co zwischen 
den Grenzen (Oq und co^ zu integrieren^ die zu den Radien Oft 
und Ov gehören, welche die Begrenzung von P berühren. 
Es wird also 


=jd(oj{e^ — 


Liegt hingegen der Eoordinatenanfangspunkt im Innern 
der Fläche P, so ist die erste Integration von bis zu dem 
Werte q^ auszuführen, welcher bei jedem einzelnen Werte von 
CD der Randkurve von P angehört, und die zweite Integration 
von bis 2jfj also ist: 




=Jd€üJ(z^ — 0o] 


580. Erstes Beispiel. Als erstes Beispiel dieser allge- 
meinen Theorie betrachten wir die Aufgabe, welche schon in 
Nr. 570 gelöst wurde. Es handelt sich hierbei um das Volumen 
F, welches zwischen den Flächen liegt, deren Gleichungen 

a0 = xy, Ä; + y + ;ef = a, = 

sind. Die Fläche P ist hier das rechtwinklige Dreieck, welches 
von der x-Axe, der y-Axe und der Geraden x -\- y = a be- 
grenzt wird. Man erhält sonach, wenn . man die Integration 
nach y zuerst ausführt: ' 

yo = 0, j/i = a — a;, Xq = 0, x^ = a. 

Die Ordinate 0q ist nuU, das ist der Wert, der durch 
die dritte der obigen Flächengleichungen geliefert wird. Die 
beiden anderen geben 
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xy 
z = -f, g = a — x — y, 

und der kleinere dieser beiden Werte mufs jedesmal für e 
gewählt werden in der Gleichung: 

a a — X 


V= I dx I Zj^ dy. 


Also hat man 0^ = -^^ solange 

xy ^ j ^ ö(« — x) 

-^ < a — X — y oder y < — ^ — - , 

dagegen z^ = a — x — y, solange 


xy ^ 

-^> a — X- 
a 

j ^ a(a — x) 
- y oder y > -^— ^ — ^ • 

Folglich ist: 


a{a—x) 



a — X a-f-x a — x 


Je^dy =J ^dy+Jia — x — y) dy 


a(a — x) 
a-f-aj 

1 ax{a — x)* . 1 x^ja — a;)* 1 x{a — xy 

2 {a + xY "1" 2 (a + x)^ T a + aj ' 



Man sieht, daJfe das Volumen V aus zwei Teilen besteht, 
von denen der eine durch das gegebene Paraboloid, der andere 
von der gegebenen Ebene begrenzt ist. 

581. Zweites Beispiel. Gegeben ist in recktwirüdigen 

(7?\ 8 7?^ 
X —\ =-7- 

ist*^ es soll das Volumen bestimmt werden desjenigen Teiles vom 
Cylinder, welcher zwischen der xy- Ebene und der Kugel: 
^^ + y^ + ^^ = ^^ enthalten ist 

Führt man Polarkoordinaten q und cj an Stelle von x 
und y ein, so erhält die Kugel die Gleichung: z^ == R^ — p*, 
und die Basis des Cylinders die Gleichung: q = B cos co. Der 
Ausdruck für das gesuchte Volumen wird also, indem man 
zunächst die Hälfte betrachtet und diese verdoppelt: 
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2 J?co8ai 


F==: 2jd(DfyB^ — Q^QdQ ; 


das Integral tyJS? — Q^ifdg ist gleich — -j{^^ — (>*)^+ const, 
also ist: 


1" y 


F= j JB* / (1 ~ sin*<o) ^w = -^^ I (1 — sino + sin© cos^o) do. 

Dieses Integral ist gleich ( co + cos (d cos' cd + const] , 

also ist: 

Der XTberschufs der Halbkugel — ^JS* über das Volumen 
2 F des in derselben enthaltenen Cylinderteiles ist also gleich 

9 ^• 

582. Anwendung auf ein bestinimtes IntegraL Die 

Betrachtung der Volumina, welche durch Doppelintegrale ge- 
messen werden, Mst sich mit Vorteil bei der Lösung ver- 
schiedener Fragen anwenden; ein Beispiel dieser Art haben 
wir in Nr. 577 kennen gelernt, wo wir zu einem natürlichen 
Beweise für die Regel der Integration unter dem Integral- 
zeichen gelangten. Wir wollen hier noch zwei andere Beispiele 
betrachten. 

Als erstes wählen wir das Verfahren, welches Poisson 
(und ebenso Gauss) zur Bestimmung des Integrales 

00 

er-^dx 


ß 


OD 


benutzte, das wir in Nr. 502 behandelt haben, und das nichts 

anderes ist als das Eulersche Integral F^). 

Die Fläche jer = 6— (**+s^> überdeckt die gesamte a^y-Ebene, 
und das Volumen, welches sie zusammen mit dieser unend- 
lichen Ebene einschliefst, ist durch das Doppelintegral 


Kubatur und Flächemnessang. Vielfache Integrale. 257 

-4-» 4-00 


+ 00 +( 


OD OD 

ZU bestimmen. 


Erstrecken wir die Integration zunächst über das Q^aä/raty 
dessen Mittelpunkt im Eoordiuatenanfang liegt und dessen 
Seiten den Axen parallel sind und die Länge 2 a haben^ so 
erhalten wir das Integral 


a a 


I j e-^'^^Hsody ^ i e--"^ dx ' l er^ dy 

— a — a -— a — a 

oder, da deir Integraüonsbuclistabe keinen Einfliifa auf das 
Besultat hat: 

/a a a 


a — a 


Erstrecken wir andrerseits unser Doppelintegral über einen 
Äreis mit dem Radius B, dessen Mittelpunkt wieder der 
Koordinatenanfang ist, so erhalten wir durch Einfahrung von 
Polarkoordiuaten (Nr. 679): 

fd(ofe-^fdQ = %il — €r^). 

l^\m ist aber der Flächeninhalt des betrachteten Quadrates 
zwischen dem des eingeschriebenen &eises mit dem Radius a 

und dem des umgeschriebenen mit dem Radius ay2 enthalten. 
Wir haben also: 

a 

« (1 — «-<*") < {^Je-'^do^ < «(1 —6-»'^) 


— a 


und für a=?== tx), wo beide Grenzen den Wert ^ annehpien: 


00 


{J^-äx)' 


00 

oder: 


09 


r{\)'^Je'''dx^y^, 


«-,00 

wie in Nr. ;502 bereits gefunden wwfle. 

Serret, Diff.- n. Integral-Beclmimg. IL 2. Aufl. 17 
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588. Ein Säte von Diriolilet. Als zweites Beispiel 
wollen wir noch eine merkwürdige Formel beweisen^ welche 
Dirichlet in seinen Abhandlungen benatzt; nämlich die 
folgende : 

a X , a a 

j dxj f{x, y) dy =J dyj f{x, y) dy ; 

f{x, y) bezeichnet hier eine beliebige in dem ganzen Integrations- 
gebiete endliche und wenigstens stückweise stetige Funktion. Es 
handelt sich hier also um eine doppelte Integration^ bei welcher 
die Grenzen für das Integral nach y nicht beide unabhängig 
sind von der anderen Yariabelen. Zum Beweise dieser Gleichung 
betrachte man x^ y und f(x, y) als die drei rechtwinkligen 
Koordinaten einer Fläche. Alsdann sieht man gleich, dafi» 
jedes der beiden zweifachen Integrale das Volumen darstellt 
zwischen der genannten Fläche, der xy-'Ebene und den drei 
dazu rechtwinkligen Ebenen: x = a, y = 0, y = x, 

§ 4. Die Quadratur krummer Flächen. 

584. Definition der Oberfläche. Mit einer geraden Linie 
kann man nur eine andere gerade Linie oder eine Summe von 
solchen unmittelbar vergleichen. Wir muTsten daher auch die 
gebrochene gerade Linie genau definieren, deren Grenze die 
Länge eines Kwrvenbogens bestimmt. Analoge Betrachtungen 
müssen wir hier anwenden, um festzustellen, was wir unter 
der Oröfse eines bestimmten Teiles einer krummen Fläche zu 
verstehen haben. 

Wir können immer annehmen, dafs der Teil der krummen 
Fläche, um welchen es sich handelt, durch eine Kurve begrenzt 
ist; denn wenn eine geschlossene Oberfläche zu bestimmen ist, 
so zerlegt man die Fläche in zwei oder mehrere TeUe, deren 
jeder von einer geschlossenen Kurve begrenzt ist und einzeln 
berechnet werden kann. 

Es sei nun ein TeU der krummen Fläche begrenzt durch 
eine Kontour G\ Wir schreiben der Fläche eine beliebige 
Polyederfläche ein, welche aus lauter Dreiecken besteht und 
durch ein Polygon F begrenzt ist, das schliefslich in die 
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Kontour' C übergeht. Als Crröfse der hrummen Fläche definieren 
wir nun die Grenge F, nach welcher die Oberfläche des Polyeders 
Jconverffiert, wenn wir die Seitenflächen dessdben insgesamt in 
ihren linearen Dimensionen beliebig Mein werden lassen ^ so jedoch, 
dafs die Winkd in jedem Dreiecke bestimmte, von und % ver- 
schiedene Werte erlangen.*) 

Wir wollen zeigen, dafs im Allgemeinen die Grenze 8 
existiert und unabhängig ist von dem Gesetze, nach welchem 
die Seiten des eingeschriebenen Polyeders beliebig verkleinert 
werden. 

Unsere Fläche sei auf rechtwinklige Koordinaten x, y, z 
bezogen und durch die Gleichung 

gegeben. Die Kontour C , welche das zu berechnende Flächen- 
stück F einschliefst, möge, auf die ipy-Ebene projiziert, eine 
stetige geschlossene Kurve G ergeben, welche sich selbst 
nicht schneidet und das ebene FU^chenstück P einschliefst. 
In dem Gebiete P sei f nebst seinen partiellen Ableitungen 
nach X und y stetig. Wir zerlegen P in Dreiecke von der 
Gröfse AP; in der Umgebung der Randkurve werden diese 
Dreiecke von der Kurve durchschnitten. Den Eckpunkten 
eines Dreieckes entsprechen drei Punkte auf der Fläche, durch 
welche ein Dreieck A'P bestimmt ist, welches eine Seiten- 
fläche des eingeschriebenen Polyeders bildet. Wir nehmen an, 
dafs keines dieser Flächenstücke A'P auf der icy- Ebene senk- 
recht steht. Alsdann wird der Inhalt eines solchen Dreieckes 

COS a ' 

wenn man mit a den Winkel bezeichnet, welchen die betreffende 
Polyederfläche mit der rry-Ebene bildet. Es ist sonach die 
Oberfläche des Polyeders gleich: 

•) Auf die Notwendigkeit, den Grenzprozefs für die Polyederflächen 
80 einzuschränken, dafs, kurz gesagt, jedes unendlich kleine Dreieck 
zuletzt in die Tangentenebene fällt, hat Herr Schwarz aufmerksam 
gemacht. Vergl. die Mitteilung in dem Cowrs de M, Her mite, pendant 
le 2. Sem. 1881 — 1882, second tirage pag. 35; auch H. Ä, Schwans, 
Mathematische Abhandlungen Bd. II, p. 309. Daselbst ist an einem 
instruktiven Beispiele gezeigt, wie das einem Cy linder eingeschriebene 
' Polyeder ohne solche Festsetzung einen beliebigen Grenzwert annimmt. 

17* 
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(1) iSA'P=fif-^, 

\ / COS «^ 

und es ist der Grmswert za bestimmen, welchen diese Summe 
fbr yerscliwindende AP erlialt. Analog wie in Nr. 577 über- 

zenirt man sich leicht, daJs bei der Snmmation S die 

^ ' C08 a 

Dreiecke am Bande der Kontour C Yemachlässigt werden 
können^ da sie beim Grenzübergang nur einen verschwindenden 
Beitrag liefern. 

Um die Rechnungen zu vereinfachen , wollen wir jetzt 
eine besonders bequeme Einteilung unseres Gebietes P zu 
Grunde legen. Wir denken uns dasselbe zunächst durch 
Parallelen zur x- und zur y-Axe in Rechtecke und dann jedes 
von ihnen durch eine Diagonale in zwei Dreiecke AP zerlegt. 
Bedeuten dann x, y die Koordinaten einer Dreiecksecke am 
rechten Winkel, so werden die der beiden anderen x + Aa;, y 
und Xy y -\- Ay, und die Werte von e an diesen drei Ecken 
werden bezw. 

wobei 

A,^ = f(x + Aa?, y) — f(x, y), 

AyÄ = f{^, y + A») — f(x, y) 
gesetzt ist. Alsdann wird die Ebene des Dreieckes A'P, 
welches dem soeben fixierten Dreieck AP entspricht, durch 
die Gleichung gegeben: 

I; 1?, S bedeuten natürlich die laufenden Koordinaten eines 
Punktes der Ebene. 

Nun wird nach dem Mittel wertsatze (Nr. 28): 

Aa.^ = f(x + Ax, y) — f{x, y) = U{x, y) • Aa;, 

Ay^ = f{x, y + Ay) — f(x, y) = fy{x, y)'Ay, 

-.^^^(jpwischen x und x + Aa?, y zwischen y und y + Ay liegt, 

T|if^,^4i^, T^üikel a dieser Ebene mit der a;y- Ebene wird ge- 
^ekifm rdutdi: 

" cos (t ^^^^ — ■ ■ ■ ■ ' ■ ■ ' ' ■ — " • • 

.irnrninnii iiowsfi'. yi + fj*{x,y) + ^y *(«, f) 

■ T r 
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Mithin wird die gesuchte Oberflache der Grenzwert von: 

SA'P = 8yi+fJ\x,y) + tv"i.^,y)- AP. 

Da nun aber f&r verschwindende Ax und Ay x mit x, y mit y 
zusammenföUt, so wird 

lim >/l + W (x,y) + W ix,y)=^Vl + f,'» (x,y)+ f'* {x, y) 
und daher: 

oder 

wobei die Integration über das Gebiet P zu erstrecken ist. 
Somit ist der Satz bewiesen: 

Satz. Der Inhalt F eines Stückes der Fläche z = f{Xy y\ 
welches von einer Kontour C begrenzt ist, wird dwrch das 
Integral gegeben 

wobei die Integration über die PrqjeJction P des Flächenstückes 
auf die xy-Ebene zu erstrecken ist Vorausgesetzt ist daheiy 
dafs das Gd)iet P von einer stetigen, geschlossenen , sich selbst 
nicht schneidenden Kurve C begrenzt ist und dafs in ihm f{Xy y) 
nebst seinen ersten Ableitungen stetig ist. 

585. Folgerungen. Aus der Gleichung fftr die Ober- 
fläche ^ = /"(^j y), nämlich 

in welcher a den Winkel bedeutet, den die Tangentialebene 
eines Flächenpunktes mit der a!7y-Ebene bildet, lassen sich 
noch einige Folgerungen ziehen. Es seien a^ und a^ der 
gröJste und der kleinste unter den Werten a, die selbst 
zwischen und 90^ liegen, innerhalb oder an den Grenzen 
der Kontour C, so giebt die obige Formel: 


dP 
cosa ' 


F=^-^ ffdP = 

cos a J J 


cos a ' 
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wenn man mit ti einen Winkel zwischen a^ und o^ bezeichnet 
und mit P die ebene Fläche, welche durch die normale Pro- 
jektion von G\ also durch die Kurve C begrenzt ist. Diese 
Gleichung gilt, wie klein auch die Flache P genommen wird; 

es ist: 

F 1 

P cos a 

Nehmen wir nun an, daCs das Gebiet P sich auf einen Punkt 
P zusammenzieht, in welchem die Tangentenebene sich stetig 
ändert, so verschwindet auch F^ während d mit a zu- 
sammenfällt. Bezeichnen wir daher den Grenzwert, den dabei 

der Quotient ^ annimmt, mit ^p, so wird 

(2) S=— *— , oder dF=^^, d.h.: 

^ ^ dP cosa ' cosa ' 

Es mrd jeder unendlich Meine leil der Fläche gleiche seiner 
normalen Projektion auf die xy- Ebene, dividiert durch den 
Kosinus des Winkels, den die Tangentene^ene des Flächenelementes 
mit der xy- Ebene einschliefst Dabei bedeutet das Wort „un- 
endlich klein^^ lediglich, dafs unser Satz im Grenzfalle exakt 
gilt, wenn alle Dimensionen der fraglichen Figur verschwinden. 
In ähnlicher Weise wurde das Wort „unendlich klein^^ schon 
in Nr. 322 gebraucht. Auch später werden wir uns noch 
öfter dieser Redeweise bedienen. 

Die Gleichung (1) gilt auch dann noch, wenn in einigen 
oder in allen Punkten der Kontour C die Tangentenebene 

senkrecht zur a?y-Ebene steht, also die Gröfsen -J- und -J- 

einzeln oder beide unendlich werden. Man hat alsdann ein 
Doppelintegral zu bilden, in welchem die zu integrierende 
Funktion an den Grenzen unendlich wird. Setzt man nun an 
Stelle der Kontour C eine andere innerhalb C gelegene Kurve, 
so wird für diese das ebene Gebiet P^ erhalten, und es ist 
die zugehörige Flächengröfse: 

Läfst man nun P^ immer mehr in die Fläche P über- 
gehen, so konvergiert F^ nach einem bestimmten Grenzwerte 
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F^, der ganz unabhängig ist von der Art dieses Prozesses; 
ako wird: 

^-Hm//1/i+(|£)-+(|£)-.P. (ftr T,-n 

Damit haben wir zugleich die Definition gewonnen für 
ein Doppelintegral ^ bei welchem die Funktion an den Grenzen 
unendlich wird und bei welchem der schlieisliche Wert des 
Integrales ganz unabhängig ist von der Art, wie man zu 
diesen Grenzen übergeht. 

586. Bestünmung der Grenzen fCbr rechtwinklige Xoor- 
diaaten. Der Wert des Doppelintegrales 

//y'+ (£)■ + (^""'-//vr+FT?^?, 

wobei dz = pdx -{- qdy gesetzt ist, kann nun bestimmt 
werden, indem man an Stelle der Elemente e?P, welche wir 
uns bisher als Dreiecke dachten, irgend welche andere ebene 
Flachenelemente setzt. Nehmen wir also wiederum an, dafs 
die Kontour G des ebenen Gebietes P von den Parallelen zur 
X' imd zur ^-Axe immer nur in zwei Punkten geschnitten 
wird, und zerlegen wir das Gebiet P durch diese Parallelen 
in Rechtecke, so wird dP = dx dy und 

(3) I "• , ^» , 

= jdyfyi -^p^-^q^dx. 

Vo ab' 

Pq und y^ bezeichnen dann die beiden Ordinaten der Band- 
kurve, welche zu einem Abscissenwert x gehören, sie sind 
im allgemeinen Funktionen von Xj wahrend x^ und x^ kon- 
stante Werte bedeuten, nämlich die extremen Abscissen der 
Kurve. Dagegen sind Xq und x^ die zu einer Ordinate y ge- 
hörigen Abscissen, y^' und y^' die extremen Ordinaten der 
Randkurve. 

587. Folarkoordinaten. Substituiert man an Stelle von 
Xf y die Polarkoordinaten p, (d,. indem a;==pcos(D, y = QsmG} 
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gesetzt wird^ so kann man gdgäm als Element dP wählen 
(Nr. 579). Liegt also der Anfangspunkt der Koordinaten 
auJüserhalb der Eanre Cy nnd schneidet jeder Radius q dieselbe 
höchstens in zwei Punkten^ so erhalt man: 

(4) F^Jd.f^; 

Qq und Q^ sind die Radien der Eurvenpunkte auf C, welche 
zu demselben Werte o gehören^ Oq und o^ bezeichnen die- 
jenigen Werte von co, welche zu den diese Kurve begrenzenden 
Radien gehören. Diese Formel ist auch anwendbar auf den 
Fall^ dals die Kontour C aus zwei geschlossenen Kurven 
besteht^ von denen die eine innerhalb der andern liegt. Be- 
findet sich der Koordinatenanfangspunkt im Innern der kleineren 
Kurve, so wird, da die Projektion der Fläche F das ring- 
förmige Gebiet zwischen den beiden geschlossenen Kurven ist: 

(6) ^=/^V^- 

^o 

Zieht sich die innere Kurve auf den Koordinatenanfangs, 
punkt zusammen, so wird ^q »= und 

(6) 

Ö 

Der Kosinus des Winkels a lälst sich leicht durch die 
partiellen Ableitungen von z nach q und co ausdrücken; denn 
es ist: 

dx =: dq cos CO — g sin a)(2(D, dy = dg sinco -\- q cosmdiOf 

also: 

dg = (p cosö + g sino) dg + ( — i^sinco + q coso) gdm, 

foljglich: 

dz , . 1 de . , 

— s= p cosco -f- q smo, — -g— = — p sm© + gcoso^ 

/dz\* . 1 ldz\^ 2 12 

und 


F=fda>t^^^ 
J J cos« 


cos 


- _ ,yr+7+7 - VW7(0+lr 
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Demnacli ist: 

wobei die Grenzen unbestimmt bleiben^ um alle Falle zu 
umfassen. 

588. Die Botationsfläohen« Bei den Rotationsflächen lalst 
sich das Doppelintegral^ welches die Gröfse einer Zone zwischen 
zwei 2ur Botationsaxe rechtwinkligen' Ebenen bestinmit; un- 
mittelbar auf ein einfaches Integral zurückführen. Es sei 
CMD eine Kurve, die auf zwei rechtwinklige Axen Ox und 
Oy bezogen ist; es soll die Fläche F der Zone bestimmt 
werden, die von dem Bogen CD bei der Rotation um die 
X ' Axe erzeugt wird. Wir betrachten 
zunächst den Fall, wo die Ordinate 
y der Kurve beständig wächst oder •^ 
beständig abnimmt, wenn man von 
dem einen Endpunkte des Bogens 
CD zum andern übergeht. Die ge- 
suchte Fläche F hat alsdann zur 1 
Projektion auf die zur Rotationsaxe 
senkrechte Ebene den konzentrischen Ejreisring, welcher mit dem 
Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt von den beiden ex- 
tremen Ordinaten des Bogens CA = ^q, DB = y^ beschrieben 
wird. Man kann hier also die Formel (5) des vorigen Para- 
graphen anwenden, indem man y an Stelle von q schreibt, 
und für a den Winkel einsetzt, den die Tangentenebene der 
Fläche mit der zur Rotationsaxe senkrechten Ebene bildet. 
Es ist also: 


Flg. 87. 


mLM. 



J coaa 


Nach der Beschaffenheit der Fläche aber hängt a nicht 
von (o ab; es ist also das innere Integral von co ganz un- 
abhängig und folglich: 

^ J COS a J cos a 


Vo 


Vo 
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Da die Tangentialebene der Rotationsfläche senkrecht zur 
Ebene der Meridianknrve steht^ so ist a der Winkel, welchen 
die Tangente der Meridiankorve mit der y-Axe bildet; folglich 

ist cos« = ih d^? wenn ds das Differential des Bogens 
dieser Kurve bedeutet. Also wird: 

ds 


F = ±2xjy 


äy^y- 


Vo 

Das Zeichen + mufs durch das Zeichen von y^ — y^ er- 
setzt werden- Nennt man Xq und x^ > x^ die Abscissen, 
welche zu den Ordinaten y^ und y^ gehören, so kann man 
auch schreiben: 


-^'ßä 


F= 2jc I y^dx, 
«b 
Es ist leicht zu sehen, dafs diese letzte Formel auch gilt, 
wenn in der Kurve CD eine Änderung der Ordinaten y vom 
WacJistnm zur Abnahme und umgekehrt an einer beliebigen 
endlichen Anzahl von Stellen stattfindet Denn alsdann kann 
man die Kurve in Teile zerlegen, so dafs in jedem Teile die 
Ordinaten sich nur in demselben Sinne ändern, und da die 
Gleichung far jeden dieser Teile gilt, so gilt sie auch fftr ihre 
Summe. 

589. Oberfläche des Botationsellipsoides. Es sei eine 
Zone des Botationsellipsoides zu bestimmen. 

sei die Gleichung der Ellipse, welche die Fläche bei der 
Rotation um die x-Ajlq erzeugt. Es wird: 

die Fläche, welche von dem Ellipsenbogen erzeugt wird, 
dessen einer Endpunkt der Scheitelpunkt auf der Halbaxe b 
ist und dessen anderer Endpunkt die Abscisse x hat, wird 
also gleich: ^ 
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Die Falle a>b und a <h sind dabei zu unterscheiden. 
Ist a > 2»; so entsteht das Rotationsellipsoid durch Rotation 
um die grolse Axe. Es ist: 

X 

2fya^ — (a^ — h^)x^dx 


== xVa^ — (a* — 6*) x^ -i — , arc cos 

also: 


a» 


F= ^^ 5 — , arc cos ~ ^— = 

Will man die gesamte Fläche bestimmen, so ist x ^^ a 
zu setzen und das Resultat zu verdoppeln, also wird: 

F=27c}rA — arc cos — 

oder, wenn man & = a cos -y setzt: 

\ ' sin y/ 

Ist h = a, also y == 0, so wird das EUipsoid eine Eugel 
und man erhält die bekannte Formel F=4i7cd^. 

Ist a <,h, so entsteht das EUipsoid durch Rotation um 
die kleinere Axe, es ist ein abgeplattetes; der Wert von F ist: 


X 


oder: 


j^ 'jtbxya*+{b*—a*)x^ ■ ^ba* . xyb^-^ + }/a*+(b*—a*)x* . 

setzt man x = a und multipliziert alsdann mit 2, so erhält 
man die ganze Fläche des Ellipsoides, nämlich: 


Für 


h=^de'+e 
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wird diese Formel: 

Für & — a, also y 
fläclie der EugeL 


27ch 




0, reduziert sie sicli auf Aticcf^ die Ober- 


Tig. 28. 


590. Oberllftohe des reohtwinkligen sphärisolien Drei- 
eckes. Da jedes spliarische Dreieck in zwei rechtwinklige 
zerlegt werden kann, indem man von der einen Ecke aus den 
grolsten Ereis konstruiert, welcher senkrecht auf der gegen- 
überliegenden Seite steht, so brauchen wir blos den Fall des 
rechtwinkligen Dreieckes zu untersuchen. 

Es sei ^J?0 das sphärische Dreieck, rechtwinklig bei A^ 
welches wir auf drei rechtwinklige Axen beziehen, die durch 

den Mittelpunkt der Kugel gehen. 
Zur icy- Ebene wählen wir die 
Ebene der Seite AC und lass^ 
die a;-Axe durch den Scheitel- 
punkt G gehen. Die Linie OA 
ist die Projektion der Seite AB 
auf die a;y-Ebene, und wenn man 
Yom Scheitel £ die Senkrechte 
£P auf OA fällt, so projiziert 
sich der Kreisbogen JBO in den 
Ellipsenbogen PC. Es ist also 
die Fläche auf der Kugel zu bestimmen, deren ebene Pro- 
jektion das krummlinige Dreieck AGP ist. 

Die Gleichung der Kugel ist a;* + y* -{- jer* = 22* und die 
der Ebene OBG iSf = y tang (7; dabei bedeutet C den Winkel 
des sphärischen Dreieckes an der gleichnamigen Ecke. Eli- 
miniert man g zwischen diesen Gleichungen, so erhält man 
die Gleichung der Ellipse, nämlich 

' cos* (7 ' 

und hieraus folgt, wenn man x und y durch die Werte q^ cos fo 

imd Qq sin o ersetzt: 

B cos C 

yi — sin* C cos* OD 
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Der Kosinus des Winkek, den die Tangentenebene der 

Kngel mit der a;y-Ebene bildet, ist -^ oder ^ — p ; und 
das Element der spbärisclien Flacbe wird also 

Die Integration nach q mufs yon dem Werte q^, welcher 
zur EUipse gehört , bis zu dem Werte q = B, ausgeführt werden; 

die Integration nach a> erstreckt sich von o> = bis <d = ~^ ? 

wenn h die Länge der Seite AC ist; also ist der Ausdruck 
für die gesuchte Fläche: 

R R 




Nun ist f. 

R 


f 


^QdQ -n /ini i i?* flin (7 sin 09 


RyR'-^,^ = 


l/l»^=V yi — Bin» C C08« CO ' 


also 


R 


jp /* JB» sin (7 sin adm 

J yi — sin» C cos» 09 



Das unbestimmte Integral dieses DifPerentiales ist 

— B^ aresin (sin C cos lo) + const. ; 
man erhält demnach: 

JP = JB« [C — aresin (sin C cos -|)] • 

Nach den Formeln der sphärischen Trigonometrie ist aber 
sin Ccos-g gleich cos J? oder auch gleich sin (— — JB] , und 
folglich wird 

59L Ein weiteres Beispiel. Gegeben ist die Kugel in 
rechtwinkligen Koordinaten: 

«* + y* + ^* — 1- 
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Es soll der Teil der Eugelfläche bestimmt werden^ dessen 
Projektion auf die a;y-Ebene das Innere der Kurve wird, die 
in Polurkoordinaten die Gleichung hat: 


P=]/y(1 — tang»«). 


Das Element der Kugelfläche wird, da B = 1 ist: 

gdgäoa 

Die gegebene Kurve ist symmetrisch in Bezug auf die 
X' und die y-Axe. Man braucht also blos die sphärische 
Fläche zu bestimmen, welche sich auf einen dieser Quadranten 
projiziert, denjenigen, welcher zu den Werten o von bis 

~ gehört. Der Radiusvektor der Kurve ist gröfser als 1 filr 
alle Werte von co zwischen und — , aber kleiner als 1 für die 

o 

Werte von -r- bis -r- Mithin besteht die zu bestimmende 

o 4 

Fläche aus zwei Teilen, nämlich aus demjenigen, der sich in den 
Kreissektor mit dem Winkel -g- projiziert, und demjenigen, der 
sich in das Segment der Kurve projiziert, dessen Sehne mit 
der X'Axe den Winkel ~ bildet. Für den ersten Teil müssen 

6 

die Integrationen von q = bis q = 1 und von co = bis 
a) = -g- ausgeführt werden; für den zweiten mufs die eine Inte- 


gration von Q = bis p=T/-2-(l — tang^co) und die andere 
von o = — bis co = -7- genommen werden. Also ist: 




4 

F = 

,0 TT Ö 


_7t 


^T—J Vy ^^'° — T ^'^- 


6 
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Nun ist 

y^ 8 da 

T /3~! l r, / 2 cos' 00 / 2 cos 00 (2a) 

Da» erste Integral hat den Wert 

YY M tft^gß^ + l/tang^o) — y) + const., 
das zweite den Wert 

]/2n sin cd + 1/sin^ (o — -j- ) + const., 
und hieraus folgt: 


§ 5. Transformation der YariaMen in Doppelintegralen.. 

592. Analytische Ableitung der Formel. Wir betrachten 
das Doppelintegral: 

(1) U=ffrdxdy, 

in welchem V eine gegebene Funktion von x und y bezeichnet^ 
und wollen an Stelle der Variabelen x und y zwei neue 
Variabele u und v einführen, die mit den ersten durch zwei 
gegebene Gleichungen verbunden sind: 

Wie auch das ebene Gebiet begrenzt sein mag, über welches 
die Integration zu erstrecken ist, das Integral U besteht aus 
einem oder aus mehreren Gliedern von der Form: 




(2) Z=JdxJ Vdy, 

wobei j/q und y^ zwei gegebene Funktionen von x^ und x^ 
und a?i zwei Konstanten bedeuten. Auch kann man immer an- 
nehmen, dals y sowohl wie x beständig wachsende Gröfsen sind, 
oder, was das nämliche besagt, dals dx und dy positiv sind. 
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Aus den gegebenen beiden Gleicbnngen zwischen x^ y, 

Uy V kann man den Wert von y als Funktion yon x und v 

bestimmen. £s sei 

y = 9^{x,v) 

Vi 

und es ist das Integral / Vdy zu behandeln^ indem rr ab ein 

konstanter Parameter zu betrachten isi Ersetzt man y durch 
gi{x,v)y (Zy durch -^^^dv^ so folgt: 


/ 


und es sind v^ und v^ die Werte von v, welche zu y = y^ 
und y = yi gehören. Wir nehmen hierbei an, dafs v stets in 
gleichem Sinne sich ändert, während y von y^ bis y^ variiert; 
andemfalles müJste man das Integral nach y in mehrere 
Teile zerlegen. Da dy positiv ist, so erhält dv das Zeichen 

von ^V * ; ist diese Ableitung negativ, so kann man dv 

positiv annehmen, indem man die Ghrenzen der Integration 
vertauscht; also ist: 


«0 


wobei das Integral nach v entweder zwischen den Grenzen v^ 
tmd t^i, oder v^ und v^ zu bilden ist. Bei der Integration 
nach V bleibt natürlich x konstant und umgekehrt. 
Demnach wird der Wert von Z 


z^ffr\^^\ dxdv ^Jdvjvfs^ 


dx. 


Auf Grund dieser Gleichung können wir die beabsichtigte 
Transformation vollenden. Denn ist nun x=f(u,v) der Wert 
von X als Funktion von u und t7, so haben wir dx durch 


df{u, V) 


du 


du zu ersetzen, und sonach wird 


z-ffr\^\ l^^l 


dudv. 
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Die Integration erstreckt sich hierbei über das nämliche 
Gebiet wie in der Gleichung (2). Differentiiert man aber die 
Gleichung y = g^(x^v), indem man o; und y als Funktionen 
von u und v betrachtet ^ so folgt: 

du ' ov ex \du ^ dv / ' cv ' 

also 

dy ^^ dg^{x,v) dx 

du dx du' 

dv dx dv ~^ dv ' 

und da ^- == ),' ist, so wird 

du du ' 

^9i(^i^) ^fi'^i ^) ^^ ^y ^^ 

dv du dv du du dv 

Also wird der Wert von Z: 

Vdu dv» 


Z = f f\—^ ^^ 

J J \du dv dv du 


Die Funktion V ist dabei als Funktion von u und v auszu- 
drücken. 

593. G^ometrisohe Deutung. Um die geometrische Be- 
deutung der eben aufgestellten Formel zu erkennen^ deuten 
wir auch u und v als rechtwinklige Koordinaten einer Ebene 
(u, v). Dann vermittelt die Transformation 

y=g(u,v) 

eine Abbildung der (u, t;)-Ebene auf die (x, y)-Ebene, so daXs 

innerhalb eines bestimmten Bereiches jedem Punkte Q{u,v) 

der ersten Ebene ein Punkt P(x^ y) der zweiten entspricht. 

Durchläuft dann der Punkt Q in seiner Ebene eine beliebige 

analytische Kwrve, z. B. eine Parallele zu einer Koordinatenaxe 

u = const oder v = const, so durchläuft gleichzeitig in der 

(a;,j/)- Ebene der Punkt P eine bestimmte analytische Kurve, 

und dem geradlinigen rechtwinkligen Dreieck Q0Q1Q2 mit den 

Koordinaten 

u,V] w -f- Au, V] u, V -{- Av 

Serret, Diff.- n. Integral -Beohnung. II. 2. Aufl. 18 
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in der (x, y)- Ebene im Allgemeinen ein Jcrummliniges Dreieck 
PqP^P^ mit den Koordinaten 

x,y', x + A^x, y + Aiy; x + A^x, y + A^y. 

Lälst man aber Au und Av unbegrenzt abnehmen^ so werden 
aucb A^Xy A^y\ A^x, A^y gleichzeitig null, d. b. die drei 
Eckpunkte rücken zusammen^ und man kann an der Grenze 
den Flächeninhalt AP des Jcrummlimgen Dreieckes PqP^P^ 
durch den Inhalt A'P des geradlinigen Dreieckes mit denselben 
Eckpunkten ersetzen^ so dais 


hm ^7-p = 1 . 


Fig. 80. 


Flg. 29. 



Atf 


-ZT 


u^eonsf- 



congt 


Nun ist aber 


Also 


A^ = Y AuAv 

A'P = -r- 1 A^a; Aa^ — A^xA^yl 


,. AP ,. A'P ,. 
um -T-TT = lim -T-TT = hi^ 
Aö Aö 

= lim 


AidgA^y — A^x\y 
AuAv 

A^x A,y A,aj Ai^ 
Au Av Av Au 

^ ^ dx^dy 

du dv dv du 


= |DK»)| 


Der Inhalt des Dreieckes AQ in der (w^t;)- Ebene wird also bei 
der betrachteten Transformation um den Faktor D vergrölsert, 
wenn seine Seiten alle null werden. Da nun aber jede beliebige 


Der AtAsdruck \D\ = 


ist der Grenzwert 
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Figur in der (w, t?)- Ebene durch Parallelen zur w- und zur 
t;-Axe in Rechtecke und weiter durch Diagonalen in Dreiecke 
wie Qq Qi Q2 zerlegt werden kann^ wobei die entsprechende 
Figur in der (x, y)- Ebene die entsprechende Einteilung er- 
fahrt, so wird auch für jede solche Figur an derselben Stelle 
der Ebene im Gfrenzwert dasselbe YergröfserungSTerhältnis D 
gelten, und wir gewinnen den Satz: 

dxdy dxdy 

du dv dv du 

des Verhältnisses, um welches eine hetiebige Figur A Q der u, v- 
Ebene, deren sämtliche Dimensionen scMiefslich null werden, 
bei der betrachteten Tremsformation in die (x,y)' Ebene ver- 
gröfsert unrd. 

Wir denken uns nun das endliche Flächenstück Q in der 
(i«, 1;)- Ebene in lauter Teilgebiete AQ und das entsprechende 
Flächenstück P der (ic,y)- Ebene in die entsprechenden Teil- 
gebiete AP zerlegt, während die zugehörigen Werte der stetigen 

Funktionen V{x, y) == F(w, v) und D (m, v) einfach mit V und 
D bezeichnet werden mögen, und lassen die Dimensionen dieser 
Teilgebiete unbegrenzt abnehmen, wobei immer 

ö^limSA^ und P = KmiSAP 

bleiben mufs. Dann wird wegen 

liin^-|i)|=0 
auch 

limSFA(2(^-|D|) = 0, 

wenn man die Summation über alle Flächenstücke A^ oder 

AP ausdehnt. 

Also 

lim fif FAP — lim /Sf F|D| A Ö = 

oder nach der Definition des Doppelintegrales (Nr. 576) 

f fvdxdy=CjV\D\dudv, 

wenn das Integral links über das Gebiet P in der {x,y)- 
Ebene, und das Integral rechts über das entsprechende Gebiet 
Q in der (w, t?)- Ebene erstreckt wird. Wir erhalten also auf 

18* 
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geometrischein Wege dasselbe Ergebnis wie in der vorigen 
Kummer auf rein analytischem. 

Unserer Transformationsformel können wir aber auch 
noch eine andere Form geben, wenn wir die Bogenlängen 
Si, Sj ^^^ beiden Kurven v = const und u = const in der xy- 
Ebene und den Winkel i einfahren, den sie im Punkte P(Xj y) 
mit einander bilden. Es läGst sich nämlich der Inhalt unseres 
geradlinigen Dreieckes JP^F^JP^ anstatt durch die oben an- 
gegebene Formel auch durch das halbe Produkt aus zwei 

Seiten Po-Pi = 5/, i^o A = V ^^^ ^^^ Sinus % des ein- 
geschlossenen Winkels ausdrücken: 

P = Y «1 5^ sm ^ 
und daher 

B\ = lim -xTr = lim a a sm* — -~ -^ sm *, 
> AQ AuAv du dv ' 

da an der Grenze die Bogenlängen s^ und s^ unserer Kurven 
durch ihre Sehnen s^ und s^' und der von ihnen eingeschlossene 
Winkel i durch i' ersetzt werden kann. Wir erhalten also 

JJvdxdy =^JJv\D\ dudv = ffr^ ^ sinidudv. 

Diese Formel kann in vielen Fällen dazu dienen, die zur Um- 
formung des Integrales vermittels der Determinante D er- 
forderlichen Rechnungen durch geometrische Betrachtungen zu 
erleichtem. 

594. Anwendung zur Bereolmung der Oberfläohe^ Die 
Oberfläche in G'auf8*80hen Koordinaten. Die in Nr. 592 ge- 
gebene Formel, welche die Transformation eines Doppelinte- 
grals angiebt, wollen -ivir nun benützen, um der früher be- 
rechneten Formel für den FKLcheninhalt einer krummen Fläche 
eine symmetrische Gestalt zu verleihen. 

Wir hatten (Nr. 584) 

Nun führen wir an Stelle von x und y zwei neue unabhängige 
Variable u und v ein, also krummlinige Koordinaten in der 
ÄJy-Ebene, so dafe x und y und vermöge der Flächengleichung 
^='f{x,y) auch z sich in Funktionen von u und v verwandeln. 
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Wir bekommen dann 

WO Dz gesetzt ist fOr die Determinante 

j^ djc dy^ dy^ dx ^ 

* du dv du dv 

Die entsprechenden beiden anderen Determinanten^ welche aus 
D, durch cyklische Vertauschung von x, y und entstehen, 

bezeichnen wir später mit Dx tind Dy. 

dz dz 

Nun müssen wir die Gröfsen o— ^md k— ersetzen durch 

ox dy 

Ausdrücke^ welche nur Differentialquotienten nach u und v 
enthalten. 

Dazu dienen die Gleichungen 

dz dz dx , dz dy 
du dx du ' dy du^ 

dz_^dz_^dx .dz_ ^dy_ 
dv dx' dv ~^ dy dv ^ 

deren Auflosungen so lauten: 

dz^^_^ h. = — Ey. 

dx D/ dy D/ 

Dadurch erhalten wir 

(2) F=ffdudvyi)x^ + D/ + DzK 

Diese Formel können wir noch anders schreiben. Nach 
einem bekannten Determinantensatz ist nämlich 

[du'dv du'dv) '^{du'dv du' dv) ~^ \du' dv du' dv) 

- m'+ ®'+ (i)') ((!?)■+ ©'+ G^)') 

_(dx dx.dy dy^\dz_ dz\^^ 
\du' dv '^ du'dv "^ du' dv) ' 

Wir führen nun die Abkürzungen ein 
/Q\ I TT dx dx ^^dy dy ^_^z di^ 

."-d-y+d^r+sj)' 
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und haben dann 

(4) F =JJyEG — F^ du dv. 

Die so gewonnene symmetrisclie Formel lafst nun eine un- 
mittelbar anschauliche Deutung zu^ die wir erkennen werden^ 
wenn wir die neuen Variabein u und v mit Graufs nicht als 
krummlinige Koordinaten in der a:y-Ebene sondern als Koordi- 
naten auf der Flache selbst deuten. 

Diese Auffassung ergiebt sich daraus^ dafs durch Angabe 
der Werte von u und v die drei Koordinaten eines Punktes 
auf der Flache vollkommen bestimmt sind. 

u = u^ stellt dann eine Kurve auf der Fläche dar, während 
nach der früheren Auffassung u = Uq eine Kurve der rcy-Ebene 
war, nämlich die Projektion der jetzt betrachteten Eaumkurve. 
u = const, V = const sind also zwei Kurvenscharen auf der 
Fläche, welche, wie in der Ebene die Parallelen zur x- und 
y-Axe, die ganze Fläche erfüllen. 

Wir wollen nun die Richtungscosinus der Tangenten dieser 
Kurven (Nr. 252) im Punkte w, v berechnen. 

Für die Kurve v = const ist u die unabhängige Variable. 
Daher sind ihre Bichtungscosinus 

dx dy dz 

du du j du 

und 


yE ^ Ye ye 

Ebenso bekommen wir für die Kurve u = const die Richtungs- 
cosinus 

^ £y dz^ 

dv dv j. dv 

und --=•• 


ye ' Yg ya 

Der Cosinus des Winkels i, welchen die beiden Kurven 
u = const und v = consft im Punkte u, v einschlief sen, ist 

dx ^ , dy dy t d£ d£ 

du' dv "^ du' dv '^ du' dv F 

cost = 


]/fö"+©"+©Yä"+gl)'+G^)" '^ 


und daher der Sinus: 

(Ol sm i = - — - — 

yEGr 
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Mit Hülfe der Relation 

YEG—F' = YEG sini 

können wir nun das für den Flächeninhalt gewonnene Integral (4) 
so schreiben: 

(6) F =ffdu dv YEG sin i , 
oder 

I = f jduyE'dvYG Qmi. 

Hierin haben noch die Ausdrücke 

duYE und dv^G 

eine einfache Bedeutung. 
Es ist nämlich wegen 

, dx j , dx 7 

aa? a= 3— aw + ^— av , 

du ^ dv ' 

dy = ^du 4- ^dv, 

^ du ' dv ' 

dz = ^- du -{- ^- dv , 

du * dv ' 

(7) ds^ = dx^ + dy^ + dz^ = Edu^ + 2 Fdu dv + G dv\ 

Daher ist das Linienelement auf der Kurve v = const ge- 
geben durch 

ds^ = du }/Fy 
und das auf der Kurve u = const durch 

ds2 = dvYG, 

so dafe VFG = -~ • -j-^ wird, und die Formel für den Flächen- 

^ du dv ' 

inhalt die einfache Gestalt erhält 

(8) jp = / / -^ . -^ sin idudv == I j ds^ ds^ sin i. 

Dieser Formel können wir die geometrische Bedeutung un- 
mittelbar ansehen. 

Es ist nämlich ds^ ds^ sin i der Flächeninhalt des von den 
vier Kurven m = Wq, «? = «?q, m = w^ + ^W; t? = Vq + eit? be- 
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grenzten nnendlicli kleinen Parallelogramms , so da£3 diese 
Formel direkt dem Ansdmck 

J = / I dxdy 
feir den Flächeninhalt eines Ebenenstückes entspricht. 

595. Die Oberfläche in Folarkoordinaten. Die in der 

vorigen Nummer gegebene Formel (4) für die Oberfläche wollen 
wir auf den Fall anwenden, wo unsere Flache durch eine 
Gleichung 

(1) r = f(^, ü) 

zwischen den in Nr. 251 eingeführten Polarkoordinaten r, -d*, ^ 
gegeben ist. 

Setzen wir nämlich nach Nr. 251 

ic = r sin -d* cos ^ , 

(2) y = r sin -d* sin V' , 

jgr = r cos-d*, 

so wird das Quadrat der Länge des Linienelementes, so lange 
noch r, %•, ^ als von einander unabhängig angenommen werden, 
gegeben durch 

(3) ds^ = dx^ + dy^ + dß^ = dr^ + r« d^^ + r« sin« ^ dfK 
Auf unserer Fläche aber ist nach (1) 

Also wird jetzt 

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Formel (7) der 
vorigen Nummer, so ergiebt sich 

(4) E^^+{^)\ F=lilL, G^r'sin^^+(l^)\ 

also 

EG - F^ =r« 8in«*p+ (fj)*] + r> gj)'. 

Somit nimmt die Formel (4) der vorigen Nummer für die 
Oberfläche die Gestalt an: 
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wenn die Grenzen der Integration je nach der Wahl des be- 
trachteten Flachenstückes richtig bestimmt werden. 

Ist insbesondere unsere Fläche (1) eine Kt^gel r = const, 

so wird öÄ = 0, x-7 = und daher der Flächeninhalt einer 

sphärischen Figur: 

(6) -^ = / h^ sin d'dd'dt= r^ / A^^ »dd'dt- 

Diesen letzten Ausdruck gewinnt man auch unmittelbar 
aus der Formel (8) der vorigen Nummer. In unserem Falle 
sind nämlich die beiden Kurvenscharen, die Meridiane ^ = const 
und die Parallelkreise -d* = const, zu einander orthogonal, also 

sin i = 1. Femer ist auf jedem Meridian -^ = r und auf 

ds 
dem zu d' gehörigen ParaUelkreise ^ = rsin^, nämlich 

gleich dem Radius dieses Ej*eises. Es wird also 

■j^ -j-f- sm ^ = y* sm -d*, 
und daher der sphärische Flächeninhalt wie oben 

F = jjr^sm&dd'dt. 

596. Der Fraoheninhalt eines sphärisolien Dreieckes. Wir 
wollen die Formel 

dF = sin ö de dt 

für das Flächenelement einer Kugel 
vom Radius 1 anwenden, um den 
Flächeninhalt eines sphärischen Drei- 
eckes zu bestimmen. 

ABC seien die Ecken des Dreieckes 
und diese Buchstaben mögen zugleich 
auch die zugehörigen Winkel bezeichnen. 

Wir wählen nun folgendes Polar- 
koordinatensystem. 

A sei der Pol (ö = 0), femer gehe durch AB die Ebene 
^ = 0. 
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Der Flächeninhalt ist nun gegeben durch 

A AM 

F = I lamededt^ fdil^lBm^d». 

Hier ist M derjenige Punkt^ in welchem die durch den Winkel jff 
gegebene Meridianebene dia dem Punkte Ä gegenüberliegende 
Seite des sphärischen Dreieckes schneidet. 
Wir bekommen also 

A 

F = ldt(l—(i08ÄM), 



oder da cos -4ilf == sin MN: 

A A 

t = I dtif — I sin MNdilf, 



Nun benutzen wir verschiedene Relationen der sphärischen 
Trigonometrie, die in dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck 
bestehen, dessen Ecken M, N und J, der Schnittpunkt der 
Seite BC mit dem Äquator, sind. Es ist 

cos M = sin eTcos NJ, 
Hieraus folgt 

dM sin Jf = — d^ sin NJ sin J, 

j •! • Ti^TiT sin ^J" • sin J" . . 

und weil smJifJV = -. — :^ — ist. 


folglich wird: 


sin3f 

sin MNdilf = — dM, 


A 


F=^Ä-\-f^dt. 




Da nun M=7t — B ist für ^ = 0, und M=C für 
^ = Ay so wird 

F=A + B+C — n, 

und dies ist der bekannte Ausdruck. 

Diese Formel hätten wir auch direkt erhalten können, 
indem wir in dem sphärischen Dreieck ABC von A das Lot 
auf BG föllten und für die beiden so erhaltenen rechtwinkligen 
sphärischen Dreiecke den in Nr. 590 abgeleiteten Satz anwendeten. 
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597. Oberfläche des Ellipsoides. Die Gleichung des 
Ellipsoides in rechtwinkligen Koordinaten: 

(1) g + ^ + ^=i 

führt zur Berechnung der Oberfläche auf das Doppelintegral 



, c« — 6* V* 


jF= / / , , , dxdy. 

Die Integration sowohl nach x wie nach y hängt von 
elliptischen Integralen ab. Die Anwendung von Polarkoordinaten 
würde auf dieselbe Schwierigkeit führen. Dagegen läfst sich 
eine Reduktion des Integrales erzielen, wenn man als Varia- 
bele die Winkel 9, ^ einführt, so dafe 

^ = a sin ö cos ^, y == 6 sin ö sin ^, £! = c cos d 

wird, wodurch in der That die Gleichung (1) des Ellipsoides 
erfüllt wird. Gemäfs der Formel (4) in Nr. 594 findet man: 

F= C Cya^V cos^ö +'c2 sin^ö {a? sin^ + 6* cos^) sin ö dO d^. 

Die Integrationen sind von = bis = 7t, und von 
^ = bis ^ = 2;r zu bilden. Die Integration nach läfst 
sich nun in geschlossener Form ausführen, und der Ausdruck 
F wird so auf ein einfaches elliptisches Integral reduziert. 
Indessen werden durch diese erste Integration cyklometrische 
Funktionen eingeführt, und das Resultat, welches man auf 
diesem Wege erhält, hat noch nicht die einfache Form, welche 
man dem Ausdruck geben kann. Wir wollen daher diese 
Rechnung nicht ausführen, sondern eine andere -Methode zur 
Lösung der Aufgabe einschlagen. Dieselbe ist besonders be- 
merkenswert und lälst sich auch mit Erfolg für eine aus- 
gedehnte Gruppe von anderen Problemen verwenden. 

Wir bezeichnen mit u den Kosinus des Winkels, den die 
Tangentenebene der Fläche im Punkte (x, y, 0) mit der xy- 
Ebene bildet, so ist: 
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u = 




t ' u z 


a* "^ 6* "^ c* 
oder: 

Betrachtet man m als konstant, so steUt diese Gleichung 
einen Kegel zweiter Ordnung dar, und die Gleichungen (1) 
und (2) bestimmen zusammen eine Kurve, den Ort der Punkte 
auf dem Ellipsoide, filr welche die Tangentenebene mit der 
rry-Ebene denselben Winkel, dessen Kosinus u ist, bildet. 
Man erhält die normale Proiektion dieser Kurve auf die xy- 
Ebene, wenn man . aus den beiden Gleicbnngen eliminiert, 
und findet so: 

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, deren Halbaxen die 
Werte haben: 


a« y 1 — 14« 5«yi — 


yS«Tr-(Sizr-^^l^ ' y^* _ (5« — c«) t«^ ' 

und deren Fläche demnach gleich ist: 

^ ^ y^jnr(iäir^8)li8 y^« _ (&«_ c>) w« * 

Es sei nun dE das Differential von J?, wenn t4 um du 
wächst; der Teil der Oberfläche, welcher auf irgend einer der 
beiden Seiten der a;^-Ebene liegt und sich in die ringförmige 

/7 TP 

Fläche dE projiziert, hat den Wert — ; um also die ganze 

Fläche JF des EUipsoides zu erhalten, hat man den Ausdruck 

dJS 1 dJS du ^ 1 • r\ • I • j 

— oder -j von w = 1 bis w = zu interneren und 

u du u o 

den erhaltenen Wert zu verdoppeln. So wird, indem man 

die Grenzen vertauscht und das Vorzeichen des Integrales 

ändert: 

i 

(5) I 2/"^.^. 

^ ^ J du u 
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In diese Gleichung hat man also den Wert von -^^ 

welcher aus der Gleichung (4) folgt, zu substituieren, und 
somit ist die Fläche des Ellipsoides durch ein einfaches 
Integral ausgedrückt. Indessen ist es zweckmä&ig, diesen Aus- 
druck vorher noch zu transformieren. Wir nehmen a > 6 > c 
an, die Ungleichung soll jedoch nicht die Gleichheit aus- 
schliefsen, und setzen zur Abkürzung: 

jY7-i F = ", C = a COS U , 

also: 

"f/a* — €^ = a sin fi , c = 6 y 1 — Jc^ sin* fi ; 

11 ist ein Winkel zwischen und — • An Stelle von u führen 

wir als Variabele den Winkel 9 ein, der durch die Gleichung 

bestinmit ist: 

a . sin Gp 

und wenn u zwischen den Grenzen und 1 variiert, so 
variiert 9 von bis ft. Also werden die Gleichungen (4) 
und (5): 

Ttahll 5 = sin* op ) 

(6) E ^ /-^ \ 

COS qp yi — Ä* sin* (p 

\ y a J dtp sin q> ^' 



Vermittelst der Gleichung (6) findet man: 

dE j E , JBcosflp , n E , , dq> 

sinqp sinqp ' sin'qp ^ sinqp ' sin'^yi— Ä'sin*^ 

, a* dw 

— 7Cao-Y 


a*—c^ yi — ifc*sin*g) ' 

andererseits erhält man durch Differentiation des Ausdruckes 

cos qp yi — Ä* sin* qp ^ 


sinqp 


d ""^^T^\-^'^^^'^=-yi-Ä;*sinVdfy+--7=:A=. 

sinqp '^ ^ ^ I yi__^aBinSy 


dqp 
sin* qp y 1 — fc* sin* qp 
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und wenn man aus dieser Gleichung den Wert von: 

dtp 


sin* 9 yi — Ä' sin* tp 

berechnet, um ihn in die vorhergehende Formel zu substituieren, 
so folgt, wenn man noch den Wert von E berücksichtigt: 


— 2ya* — c* dE 1 . 
a d 9 sin 9) ^ 


Integriert man zwischen den Grenzen 9 = und 9? = ft, 
so erhält man: 


(8) F=27tc'-\ ^"* 


Wird also gemaJs der Legendre'schen Bezeichnung: 


(9) y-p^=^==:if(ft*), J^yi-k'am'vd^=Eiii,k) 



gesetzt, so folgt die Formel von Legendre: 

(10) F=2xe'+ -#L=- [(a'-<^) E(ii, h) + c^Fif,, h)] . 

Will man das elliptische Integral zweiter Gattung ein 
führen: 

Bin*(pd<p 


J 'yi — Ä« sin* 9 ' 



SO wird auf Grund der Identität: 


J '^ J yi — Ä«Bin*9 J yi— Ä;«sin«9 ' 





(11) i<=2;r6^+4^£Lr f—M==-^l^ /sm»^J^" 
^ ^ ' ya»— c« J yi^Fsin« 9 2>« J yi-fc^sin^ 

L-o -J 
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Ist c = 6, so hat man das verlängerte Rotationsellipsoid* 
es ist Ä; = 0, f* = arc cos — ; und diese Formel ergiebt (Nr. 589): 

(12) F = 2nh^ + 27t ^ ^'^ arc cos -^. 

Ist a = h, so hat man das abgeplattete Rotationsellipsoid^ 
es ist Jfc = 1 und die Formel (8) giebt (Nr. 589): 


(13) F= 27th' + :!^ ll+V^^. 


§ 6. Dreifache und n- fache Integrale. 

598. Das Volumen als dreifaches Integral. Die Formel^ 
durch welche wir das Volumen eines von einer stetigen Fläche 
begrenzten Körpers in Nr. 575 bestimmt haben, war unter 
Annahme rechtwinkliger Koordinaten: 




«0 Po 

da 01 — 0Q das Integral des Differentiales d0 zwischen den 
Grenzen 0q und js^^ ist, so kann man auch schreiben: 


/? /?^ //^ 
V= I dx 1 dy I dzy 


^ Vo 

oder einfach: 


F= / / / dxdydz, 


wenn die Grenzen der Integration nicht besonders zum Aus- 
druck gebracht' werden. Dieser Wert für Fist ein räumliches 
oder auch dreifaches Integral und ist gleichbedeutend mit dem 

Ausdruck: 

F= limÄAo; Aj/ A;8r, 

welcher aussagt, dafs das Volumen F die Grenze ist, nach 
welcher die Summe der im Innern des Körpers enthaltenen 
rechtwinkligen Parallelepipede AicAyA^e? konvergiert, wenn 
man ihre Dimensionen nach Null abnehmen läfst. 

Will man an Stelle rechtwinkliger Koordinaten schiefe 
anwenden, und sind a, 5, c die Winkel zwischen den Axen 
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Oy und Ojs, Oz und Ox, Ox und Oy, so bekommt das schiefe 
Parallelepiped, dessen Kanten l^x, Ay, Az sind, das Volumen 
JcAxAyAe, wobei 

k = yi — cos^a — cos*& — cos^c + 2cosa cos& cosc, 
nnd an Stelle der obigen Formeln erhalt man: 

V=Jc]im8AxAyA£f = 1cl j jdxdydis. 

599. Das Voltiinen in krummlinigen Koordinaten. Wir 

betrachten nun allgemein ein System von drei Flachenscharen 
mit den Gleichungen: 

u = const, V = const, w = const, 

wo M, t?, w gegebene Punktionen der drei rechtwinkligen 
Koordinaten bedeuten. 

Nimmt man aus jedem Systeme zwei bestimmte Flachen 
heraus, welche zu den Parametern u und u '\- Au, v und 
v + Av, w und w -{' Aw gehören, so erhalt man einen 
Körper AF, den man ein krummliniges Pa/raUdepiped nennen 
kann, denn zwei Tangentenebenen an derselben Seite oder an 
zwei gegenüberliegenden Seiten bilden einen Winkel, der mit 
den Grölsen Au, At;, Aw gleichzeitig verschwindet. 

Wir bezeichnen nun mit s^, s^, s^ die krummlinigen 
Kanten, welche durch den Punkt gehen, in welchem sich die 
Flachen u^ v, w schneiden, der Bogen s^ soll dabei auf der 
Schnittkurve der Flächen v und w, der Bogen Sj auf der 
Schnittkurve von w und w, der Bogen 53 auf der Schnittkurve 
von u und v gemessen werden. Endlich seien a, 6, c die 
Winkel, welche von je zwei Tangenten dieser Kurven gebildet 
werden und im Allgemeinen stetige Funktionen von m, v, to 
darstellen. Da nun an der Grenze das krummlinige Parallel- 
epiped AP durch das geradlinige mit denselben Winkeln und 
den Kanten As^, As^, As^ ersetzt werden kann, so wird nach 
der vorigen Nummer 

1* AF ,. •, As. As, As. 7 ds. ds^ ds, 

AuAvAw Au Av Aw du dv dw ' 

wenn Je dieselbe Bedeutung wie dort hat. 
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Es sei nun V das Volumen eines von einer stetigen Fläche 
begrenzten Körpers. Man erkennt^ dafs dasselbe gleich wird 
der Grenze, nach welcher die Summe aller krummlinigen 
Parallelepipede konvergiert, welche in dem gegebenen Körper 
enthalten sind und durch die drei Flächensysteme ausgeschnitten 
werden. Also wird: 

du av dto 


fff 


-, ds, ds^ ds^ j j j 
du dv dto 


Die Grenzen der Integrationen lassen sich ohne Schwierig- 
keit bestimmen, wie in den früher behandelten Fällen, wenn 
die Oberfläche des Körpers durch die Schnittkurven der Flächen- 
systeme immer nur in zwei Punkten getroffen wird. Andern- 
falls mufs man den Körper in mehrere Teile zerlegen, die ge- 
trennt zu berechnen sind. 

Die vorige Formel vereinfacht sich, sobald die drei Flächen- 
systeme orthogonal sind; denn alsdann wird die Grö&e Ä, 
welche im allgemeinen eine Funktion der Variabelen w, v, w 
ist, gleich eins. 

600. Anwendung auf Folarkoordinaten. Legen wir 
unserer Rechnung wie in Nr. 595 die Polarkoordinaten r, -d*, ^ 
zu Grunde, so werden die Punkte des Raumes durch folgende 
drei zu einander orthogonale Flächensysteme bestimmt: durch 
die konzentrischen Kugeln r = const mit dem Anfangspunkt 
als Mittelpunkt, durch die coaxialen Rotationskegel d' = const 
mit als Spitze und endlich durch die Meridianebenen ^= const, 
die zu derselben Axe gehören. Die drei Kurvensysteme aber, 
in denen je zwei dieser Flächensysteme einander schneiden, 
sind: 1) die Radienvektoren d- = const, ^ = const, auf denen 

beständig -j^ =1 ist, 2) die Meridiankreise r = const, 
^ == const, auf denen immer -^ = r ist und 3) die Parallel- 
kreise r = const, d^ = const, auf denen ^ = r sin -Ö* nämlich 

gleich ihrem Radius ist. Da femer wegen der Orthogonalität 
der Flächensysteme beständig Je = 1 ist, so erhalten wir nach 
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der allgemeinen Formel der vorigen Nummer für das Volumen 
eines beliebigen Körpers die Gleichung 


-///- 


r* sin d" dr dd' drlf 

bei richtiger Bestimmung der Grenzen. 

Zu dieser Formel hätten wir auch gelangen können^ wenn 
wir den in Nr. 595 abgeleiteten Ausdruck fttr den Flächen- 
inhalt einer sphärischen Figur 

F = f I r^ sin d' dd' dil; 

auf den Durchschnitt unseres Körpers mit einer beliebigen 
Kugel r = const angewendet und ihn dann nach r integriert 
hätten, was einer Zerlegung des Körpers in konzentrische 
sphärische Schichten entspräche. 

Nehmen wir an, dafs der Anfangspunkt aufserhalb des 
Körpers liegt, und bezeichnen wir mit r^ und r^ die Werte 
von r beim Eintritt in den Körper und beim Austritt — die- 
selben sind Funktionen von 6 und ^ — , so mufs die Integration 
nach r zwischen den Grenzen r^ und r^ ausgeführt werden; 
also wird: 


ifß< 


Tq^) sinö dd dri;. 


Die Integration nach mufs dann zwischen den Grenzen 
Oq und $1 gebildet werden, welche zu den Grenzen des Körpers 
gehören und Funktionen von ^ sind, und endlich ist die 
Integration nach ^ zwischen den Werten ^^ und ^^ zu nehmen, 
die den beiden durch die ;5:-Axe gehenden Ebenen zugehören, 
welche den Körper begrenzen. Also ist zu schreiben: 

Vi e 
r = Y A W^(^i* — V) sin e dd ; 

Vo t>o 

liegt der Anfangspunkt im Innern des Körpers, so beginnt 
das Integral nach r mit dem Werte 0, und die Integrale 
nach und ^ müssen bezüglich von bis st und von bis 
2:r gebildet werden. Also ist: 

27t ft 

F= y A^ A' sinö dö. 
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601. Das n-faohe Integral. Hatten wir uns anfangs nur 
mit einfachen Integralen beschäftigt, so führten uns später die 
Probleme der Kubatur und Quadratur krummer Flächen auf 
die Betrachtimg von zweifachen oder Doppelintegralen , und 
schliefslich erhielten wir (in Nr. 598) eine Darstellung des 
Volumens durch ein dreifaches Integral. Auf diesem Wege 
fortschreitend gelangen wir zuletzt zu dem Begriffe des n-fachen 
Integrales. 

Ist nämlich eine stetige Fimktion F(aJi, x^, , , . Xn) von n 
unabhängigen Variabelen gegeben, so können wir successive 
nach den n Variabelen integrieren, wobei wir jedesmal die 
Grenzen der vollzogenen Integration g^, |^' als Funktionen 
der noch übrigen Variabelen a?i, rr^, . . . a;^_i betrachten. Der 
so gewonnene Ausdruck U heiiat „das n-fache Integral der 
Funktion V nach den Variabelen x^, , . , Xn^ und wird ge- 
schrieben in der Form: 

?7== / dx^ f dx^ • • • f Vdxn 

oder abgekürzt einfach: 

Cr= / Ydx^ dx^ • • • dxn^ 

Hier sind die Grenzen der Integration gegeben durch ein 
System von Ungleichheiten 

die aber auch durch eine Anzahl von Ungleichheiten der all- 
gemeineren Form 

ersetzt werden können. 

Ebenso wie das einfache und zweifache Integral läfst sich 
nun auch das w- fache darstellen als Grenzwert einer Summe 

JJ = lim S VAx^ Ax^ • • • Axn 

und zwar in folgendem Sinne. Man soll den w-dimensionalen 
Bereich aller Wertesysteme (^i, ^^2? * * ' ^»)? die den vorgelegten 
Ungleichheiten O < genügen, in eine Anzahl von Teil- 
gebieten AP zerlegen, in deren jedem die Variabele x^i immer 
nur in einem Intervall von der Gröfse Aa?^ variieren darf, 
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soll jedes dieser Produkte AP "»» Ax^ Ax^ • • • Ao?» mit einem 
der Werte V multiplizieren, den imsere Funktion V(xi, • • • o;») 
im Innern oder an der Grenze von AP annimmt, soll die 
Summe aller dieser Ausdrücke bilden und dann zur Grenze 
übergehen, indem man samtUche Teilintervalle Axi,Ax^,'-AXn 
gleichzeitig null werden laXist. Analog wie in Nr. 576 — 577 
für das Doppelintegral lälst sieb dann zeigen, dals die be- 
trachtete Summe einen bestimmten Grenzwert besitzt, wenn 
sowohl die Funktion V als auch die Funktionen 0, welche die 
Begrenzung bestimmen, stetige Funktionen sind, und dafs 
dieser selbe Grenzwert auch erhalten wird, wenn man die 
Funktion V unter Berücksichtigung der Grenzen in beliebiger 
Reihenfolge successive nach den n Veränderlichen x^, x^, • - • Xn 
integriert. Es folgt also, dais die beiden DeiBnitionen des 
n-fachen Integrales identisch sind, sowie da(s die Reihenfolge 
der successiyen Integration ohne Einfluls auf das Resultat ist. 


602. Transformation der Variabelen in n- fachen Inte- 
gralen. Hat man ein vielfaches Integral von der Ordnung n 


U = I VdXi dx^ • • • dxn, 


und man substituiert an Stelle der n Variabelen x^^x^y- - - Xn 
andere n Variabele: w^, w^, • • • m», welche mit den ersten durch 
gegebene Gleichungen verbunden sind, so erhalt man: 

/ Vdx^ dx^ • • • dXn = j \D\ Vdu^ du^ • • • dw„, 
wobei D die Determinante bezeichnet: 


D = 


dxi 

dxi 

dx^ 

du^ 

du^ 

du^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dui 

du^ 

du^ 

dx„ 

dx^ 

dx„ 


dui du^ 


du. 


n 


Dieser Satz ist in Nr. 592 für den Fall zweier Variabelen 
X und y bewiesen; es genügt also, ihn für n + 1 Variabele 
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nachzuweisen^ indem man seine Giltigkeit für n Yariabele 
voraussetzt. 

Es sei also das Integral von der Ordnung n-f- 1 gegeben: 

(«+i) 
U= I VdxQdXi • • • dxnj 

und es sollen an Stelle der Variabelen Xq, x^^ x^, ' • - Xn die 
w + 1 Variabelen Wq; **i; ^2; " ' ' **« eingeführt werden. Man 
kann nun damit beginnen, die n Variabelen x^, a;„ • • • Xn als 
Funktionen von Xq und den n neuen Variabelen %, Mg, • • • w» 
darzusteUen. Die Integration nach x^ mufe dann zuletzt aus- 
geführt werden. Durch diese Transformation von n Variabelen 
erhalten wir unserer Annahme nach 

(n+l) 

ü = f \A\ Vdx^dui ^**2 * * * ^^* ; 
A bezeichnet die Determinante: 


A = 


Sx^ 

Sxi 

ix. 

Sx^ 

du. 


dx^ 

**« 

*«« 


dfl^ du. 


du^ 


Wir gebrauchen hier das Zeichen d, um die partiellen 
Ableitungen auszudrücken, die unter der Annahme gebildet 
sind; daXs die unabhängigen Variabelen Xq und u^^ti^, - - -Un 
sind, während wir das Zeichen d für den Fall beibehalten, 
dafs Uq, ti^y u^f ' ' ' Un die unabhängigen Variabelen sind. Diffe- 
rentiiert man eine der Variabelen x^y x^, ' ' • Xn bei dieser 
letzteren Annahme zuerst nach einer der Variabelen u^,t^. 


•;«*n, 


sodann nach t^^, so wird 


dx^ 


dx. 


= — t.JL 


dx^ Bxq dx^ dx^ ^Xq 


also 


^% ^\ ' *^o ^% ' ^^' 





dXQ duQ^ 
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dx^ 


*«2 ^^x a^o 

dxQ 

9u^ du^ dx^ 

du/ 

Mcke gewinnt man 

ftr 


der Determinante A. 

Bei der Ermittelung von U kann nunmehr aber nach 
dieser Substitution die Integration in Bezug auf Xq zuerst voll- 
zogen werden^ wenn man x^ als Funktion von Uq und von 

u^,u^ • ' ' Un ausdrückt und dx^ durch -K-^du^ ersetzt. Man 
erhalt so: 


U 


■f\ 


dx^ 


Vdu^du^ du^ ' ' ' dunj 


und der Ausdruck von A läJst sich aus dem folgenden ab- 
leiten : 

dxj^ dx^ dx^ 


■Do = 


dx^ dx^ 


dx^ 


dx dx 


indem man hier 


dx^ 

du. 


dui du^ 


immer durch 


dx^ 
du. 


dx^ 
du. 


dx^ 

du^ dx. 


dx^ du 
du^ 


ersetzt. 


Wir bezeichnen mit Dx die Werte, welche man erhalt, 
indem man in der fiten Zeile von Dq überall dxx durch dx^ 
ersetzt. 

Wir ersetzen nun zuerst in Dq die Ableitungen von o;,, 

nämlich -p^, '-^7 • • • 0^ durch die Werte 


du^ ^ du^ 


du. 


dxi 
du.. 


dxi 

d% dx^ 


dx^ du^ 
du^ 


und erhalten das Resultat: 
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dxi 
" dx^ 1 


du^ 


Ersetzt man in diesem Ausdrucke weiter die Ableitungen 

dx^ 

von rr«, nämlich -5— ^ durch die Werte -0-^ 0-^ -0^ • • •» 

^' at*^ du^ dx^ du^ ^ 

so ändert sich B^ nicht, denn diese Determinante wird null, 
wenn x^ an Stelle von x^ tritt. Man erhält also: 

dx^ dx^ 

A- 


A 


dx^ 


dx^ 
du. 


n 


2 


und erkennt nun leicht, dafs, wenn man die übrigen Ab- 
leitungen sämtlich ebenso ersetzt bis einschliefslich derer von 
Xn, der Ausdruck von Dq schliefslich gleich wird: 


A = Do- 


dxi 
dx^ 


A 


so dafs also 

A dx, 


du. 


dXf 

du^ 
dx^ 

du^ 


dx. 


n 


A- 


du 




dx^ 
duc 


= D, 


dx. 


~~ -^1 du, ~ ^^ a«„ 




duQ " du^ ^ du^ 2 du^ * du^ 

Nun kann man in jeder Determinante Dx bei sonst un- 

. dx dx dx 

geänderter Reihenfolge die X^ Zeile mit -0-^, y^; • • * ä— ^ 

zur ersten machen, wobei Dx in D/ übergeht und das Vor- 
zeichen sich um den Faktor ( — 1)^~^ ändert, und erhalt so 


dx^ 
d% 


dxr 


t dx^ 


, dx^ 


=A-|^-A'-i^+A'^- + - + (-i)"A' 


du. 


du 


dx 
du^ 


Diese rechte Seite ist aber nichts anderes als die De- 
terminante: 


2) = 


dx^ 

dx. 

dx. 

dx. 

du^ 

^Wj 

du^ 

du^ 

dx^ 

dxi 

dx^ 

dx^ 

du. 

dui 

du^ 

• • % 

• • 


dx^ dx^ dx^ 


du, du^ du^ 


dx^ 
du. 
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denn D/ entstellt aus D durcli Fortlassimg der ersten Kolonne 

und der A + !*•'' Zeile mit y^, -^ • • •, -g^, ist also bis 

auf den Faktor ( — Ir die XJnterdeterminante von -5 — . Also ist 
A -y^ — D und folglich^ wie behauptet, 

(n+l) 

27= / |D| Frfwo^WiöfWj • • • rfw«. 

603. Anwendung auf die Berechnung des Volumens 
in Folarkoordinaten. Der Ausdruck des Volumens ist in recht- 
winkligen Koordinaten: 

Cr=/ / idxdydZj 

und wenn man für Xj y, z drei neue Variabele substituiert, 
so folgt: 

U~JJJ\D\ dudvdw, 
wobei 

Vtt^t? dvdu/dw'^Xdvdio dwdv/du*\dtodu dudw/dv 

ist. Wählt . man filr u, v, w die Polarkoordinaten r, ö, ^, 
welche mit rc, y, z durch die Gleichungen verbunden sind: 

fl? = r sinö cos^, y = rsin9sin^, ;e? = rcosö, 

so wird: 

-K- — sinö cos^, ^ = r cosö cos^, ^ = — ^ ®"^^ sin^, 


-g^ = sin Ö sin ^, ^ = r cos Ö sin^, ^ == r sin Ö cos^, 

dz /, ^iP • n d^ f\ 

^ = cosÖ, g^ rsinÖ, ^ = Q, 

und dies giebt: 

A = r* sin ö , 

also Trird, wie bereits in Nr. 600 gefunden wurde, in Polar- 
koordinaten 


U =JJJr^ sin 6 dr dd d^. 
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604. Formel von Diriohlet zur Bereohnung gewisser 
n-faoher bestimmter Integrale. Wir wollen hier noch ein 
wichtiges Beispiel für die Reduktion eines vielfachen Integrales 
geben. Dieses Integral ist folgendes: 

(1) Vi^^=fJ"^fxl'''''-'Xll^-'\l—X^—X^ Xnf^Ux^dX^'-dXn^ 

Die Exponenten p, Pi^ p^, - - * Pn sind positiv^ und das 
Integral soll über alle positiven Werte der n Variabelen 
x^j x^j ' ' ' Xn erstreckt werden, welche der Ungleichung 

^1 + ^2 + • * • + ^« < 1 
genügen. Wir beginnen mit der Integration des Differentiales 
ir,f*»""*(l — Xi — a?2 — • • • — XnY'^^dXn nach Xn, in welchem 
^1) ^2; * ' ' ^n—i &ls Konstanten anzusehen sind. Die Grenzen 
dieser Integration sind und 1 — x^^ — x^ — • • • — Xn^i ; wir 
setzen 

Xn= (1 a?i X^ Xn-l) t, 

wobei t eine neue Variabele ist. Die Grenzen der Integration 
nach t werden und 1, und man erhält 

1 


' A*«-'(l — 0""'^^. 


(2) 


Dies Integral nach t ist nichts anderes als das Euler- 
sche Integral erster Gattung B^pn^p)] folglich reduziert sich 
die Gleichung (1) auf 

xf'-Jxf'-^^xt'^^-'x;!::;^^''\l-Xi-X2 Xn^t)'^-'-'dxv-dXn^i. 

Die Integration muüs jetzt auf die positiven Werte der 
n — 1 Variabelen Xi, Xi, * » • Xn^i erstreckt werden, welche 
der Ungleichung genügen: 

Denmach laXst sich die Gleichung (2) in der Form darstellen: 
(3) Fi-'=^(P„i')Fjit''"'- 
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Ist n=^ly so reduziert sich die Gleichung (1) auf das 

1 

einfache Integral j x^^-''^{l — x^"^ dx und ist also gleich 



^{PifP)' Daraus erkennt man, dafs die Gleichung (3) auch 
für n = 1 gilt, wenn man für das Symbol V den Wert eins 
nimmt, sobald der untere Index null wird. Ersetzen wir also 
in der Gleichung (3) n successive durch 1, 2, 3, • • • n und 
multiplizieren sodann alle Gleichungen, so folgt: 

oder, wenn man die Funktionen B durch ihre Werte in F 
ausdrückt: 

. (,) _ rtp) r(p,) ■ ■ ■ r(p^) 

Für den Fall p = 1 reduziert sich das Integral (1) auf 

(5) Fi'^ ~/T- ■ • Ai^~'^^~' • • • ^»f ""' ^^1 ^^2 • • • dxn 

und ist immer noch für alle positiven Werte der Yariabelen 
zu bilden, welche der Ungleichung a?i + a^ + • • • + a?« < 1 
genügen. Die Gleichung (4) ergiebt, weil r(l) = 1 ist: 


(6) Vi'' = 


r(j>i) r(p,) . • • r(p^ 
r(i+Pi + P2 + h ^n) 


605. AnwendTiBg der Formel. Auf den eben behandelten 
Fall lafet sich auch das Integral 

(7) I =JJ ' 'Jx^~''xt~'^ • • • ^>"' dx^ drra . . . dx^ 

zurückfEihren, wenn dasselbe für alle positiven Werte von 
Xxy x^, ' ' ' Xn ZU bilden ist, welche der Ungleichung 

(X.\*i /x^\<'± /x\On 

genügen, wobei Oi, Oj, • • • a«, cci, a^y- - «n gegebene positive 

(x.\<»i 
—) =^«- setzt, also: 

er.« Ö • a . 

Xi = üifSi , dXi = — iSi dZi , 
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so wird die Gleichung (7): 

^ — «1«» -«ü J J J ''"^ '"*"* ■■■'"«" ^"^ ^'''"' ^""^ ' 

und daher nach Gleichung (6): 

(8) T = V«i/ V««/ \«./ «/^ «/^ • • • ffl/« 

Betrachtet man insbesondere das dreifache Integral 

ausgedehnt über alle Elemente^ welche in dem von den posi- 
tiven Richtungen der drei rechtwinkligen Axen gebildeten 
Oktanten liegen und in dem EUipsoid enthalten sind, dessen 
Gleichung 

«I -1- 2>« t- c« ~ -^ 
ist, so giebt die Gleichung (8) für diesen Fall: 

® r f 1 + ^ + g + ^\ ' 

setzt man jp = g==r==l, so liefert diese Gleichung das 
Volumen des achten Teiles des Ellipsoides. Setzt man da- 
gegen zwei der Exponenten |>, g, r gleich 1 und den dritten 
gleich 2y so erhalt man die Koordinaten des Schwerpunktes für 
den Oktanten eines homogenen Ellipsoides; endlich lassen sich 
auch aus dieser Formel die Trägheitsmomente des homogenen 
Ellipsoides berechnen. 
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rnnktionen Ton mehreren reellen Variabelen und 
mehrgliedrige Differentiale nebst ihren Integralen. 


Es sollen in diesem Kapitel alle Vorbereitungen gegeben 
werden^ um die zur Grundlegung der Theorie der komplexen 
Funktionen nötigen Sätze über Integration von zweigliedrigen 
Differentialen abzuleiten. Hierzu ist zunächst eine erneute 
Betrachtung der schon in Nr. 6 definierten Funktionen von 
mehreren reellen Yariabelen nötig. 

§ 1. Funktionen yon mehreren reellen Yariabelen. 

606. Vorbemerkung. 

Die Funktionen mehrerer reellen Yariabelen unterscheiden 
sich von denen einer reellen Yariabelen vor allem durch den 
irröJBeren Yariabilitätsbereich (Nr. 6), der um so irrölser ist, le 
mehr unabhängige VeranderUche wir haben. 

Dies sehen wir schon am Beispiel von zwei unabhängigen 
Yariabelen y wo wir zu dem Hülfsmittel der geometrischen 
Repräsentation greifen. == f{Xy y) wird, wenn wir x^ y, 
als rechtwinklige Koordinaten deuten, sich als Gleichung einer 
Fläche auffassen lassen, sobald f eine stetige Funktion (Nr. 6) 
mit stetigen ersten Differentialquotienten ist. Wir werden 
uns zumeist auf den PaU von zwei nnabhängigen VenLnder- 
liehen beschränken, so dals wir immer zu dieser geometrischen 
Anschauung greifen können. Neben der Eigenschaft, einen 
gröfseren Yariabilitätsbereich zu besitzen, ist eine weitere be- 
merkenswert: Wir werden hier auf mehrdeutige Funktionen 
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stofsen, während wir bei einer einzigen unablulngicen Variabelen 
die Punktion immer eindeutig bestimmen konnten. 

Um die Thatsache der mehrdeutigen Funktion zu erklären, 
müssen wir zunächst einige Betrachtungen vorausschicken. 

Sie sind nötig, weil wir als Yariabilitätsbereich jetzt nicht 
die gerade Linie, sondern die Ebene haben. 

607. Einige Definitionen. 

a) Wegstück und Weg: 

Definition 1: Wir nennen eine Kurve (ab) der xy -Ebene 
ein Wegstück, wenn x und y sich in dem Intervall (ab) als stetige 
Funktionen eines Parameters t darstellen lassen: 

Fig. 89. 

« = 9(0; y = t(t), 

die auch noch erste Differentialquotienten besiteen^ 
tmd wenn aufserdem die Kurve zwischen a und b 
kein Maocimumy kein Minimum und keinen ^ 
Wendepunkt hat. 

Beispielsweise würde eine gerade Linie von a nach b als 
Wegstück zu bezeichnen sein. 

Hieran schliefsen wir sofort die weitere 

Definition 2: Eine aus mehreren Wegstücken zusammen- 
gesetzte Kurve nennen wir einen Weg. 

Beispielsweise ein gebrochener Linienzug, oder ein Stück 
einer Geraden u. s. w. 

b) Umlauf und Gebiet: 

Definition 3: Ein geschlossener Weg heifst ein Umlauf (Vi), 
wenn derselbe keinen Funkt der Ebene zweimal trifft und die 
Ebene in einen innerhalb liegenden und einen aufserhaJb liegenden 
Teil zerlegt, so dafs man nicht von innen nach aufsen gelangen 
kann, ohne den Umlauf zu schneiden. 

Ein Kreis oder Quadrat ist also ein Umlauf, nicht dagegen 
eine Lemniscate. 

Definition 4: Unter dem Gebiet U verstehen wir denjenigen 
Teil der Ebene, welcher innerhalb von U liegt; dabei werden 
Funkte von U seihst ausgeschlossen. Innerhalb von U gelegen 
heifst derjenige von U begrenzte Teil der Ebene, welcher endliche 
Oröfse besitzt 


Fig. 88. 
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Ein Oebiet U ist also beispielsweise das Innere eines 
Kreises. 

EndUch brauchen wir noch die folgende 

Definition 5: Wir nennen die Umlauf sridUung positiv oder 
negoMv, jenachdem dabei das Innere zwr Linken oder zu/r Bediten 
liegt. 

Positiv ist also z. B. diejenige Umlaufsrichtung des Kreises^ 
welche eine Drehong entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers 
angiebt. 

608. Ein Beispiel. 

Betrachten wir die Funktion z = arc tff — • 

Im rechtwinkligen Koordinatensystem gedeutet^ ergiebt 
dieselbe die schon in Nr. 297 behandelte Schraubenfläche. 

Wir nehmen für y = 0, x=l den Wert von arcus 
tangens 0. Wenn wir dann die Funktion auf dem Einheits- 
kreis stetig fortsetzen, so haben 
wir für y = 1, oj == den Wert 

jßf = Y; dann fär a;= — 1, y=0 
den Wert z = it und für y = 1, 

o; = den Wert z = -^^ Wenn 

wir nun die Funktion weiter 
fortsetzen bis 

x = l-s, y = yi-{l-s)\ 

SO bekommen wir einen Wert nahe an 2ä, wenn e nahe an 
NuU ist. 

Wenn wir nun £ == werden lassen , so stehen wir vor 
zwei Möglichkeiten. Entweder, wir rechnen den Grenzwert, 
den die Funktion auf dem Wege an dieser Stelle bei stetiger 
Fortsetzung annimmt, oder nicht. Im ersten Fall bekommen 
wir den Wert 2;r, im zweiten den Wert 0. Im ersten Fall 
verzichten wir auf die Eindeutigkeit der Funktion, im zweiten 
Fall auf die Stetigkeit der Fortsetzung. Beides zusammen 
läfst sich nicht aufrecht erhalten. Wir ziehen es vor, die 
Stetigkeit aufrecht zu erhalten, und bekommen so die voll- 
ständige Schraubenfläche. 
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609. Eindeutige und mehrdeutige Funktionen. 

Definition : Eine Funktion von zwei reellen Verä/nderlichen 
heifst eindeutig in einem Gebiet, wenn man hei stetiger Fortsetztmg 
auf verschiedenen Wegen innerhalb dieses Gebietes von demselben 
Anfangspunkt m demselben Endpunkt immer denselben Wert erhält. 

Beispielsweise sind alle in x und y rationalen Funktionen 
eindeutig in der ganzen Ebene. 

Mehrdeutig heifst die stetige Funktion, wenn man durch 
stetige Fortsetzung verschiedene Werte erhalt 

Eindeutige und mehrdeutige Funktionen haben also die 
Eigenschaft gemein, dals man durch stetige Fortsetzung auf 
einem bestimmten Wege immer einen bestimmten Wert erhalt. 

Dais Eindeutigkeit und Stetigkeit bei den Funktionen von 
zwei reellen Variabelen nicht mehr zusanmienfaUen, hat seinen 
Gfrund darin, dafs man von einem Punkt zu einem anderen 
auf verschiedenen Wegen gelangen kann und dabei nicht not- 
wendig denselben Endwert zu erhalten braucht, wie unser 

Beispiel z = arc tg ~ lehrte. 

Wir haben definiert, was eindeutig und mehrdeutig in der 
ganzen Ebene heifst. 

Daran schliefsen wir die Definition: 

Eine Funktion heifst eindeutig an einer Stelle x, y, wenn 
man um dieselbe ein Gebiet abgrenzen kann, innerhalb dessen 
sie eindeutig ist 

Sie heifst mehrdeutig an einer Stelle, wenn man kein noch 
so kleines G^iet um den Punkt Xy y abgrenzen kann, innerhalb 
dessen die Funktion eindeutig ist. 

Die Mehrdeutigkeit einer Funktion liegt zumeist daran,, 
dafs sie in der Umgebung gewisser Stellen mehrdeutig ist,, 
und man wird immer Gebiete angeben können, innerhalb deren 
die Funktion, die mehrdeutig ist, wenn man die ganze Ebene 
in Betracht zieht, sogleich eindeutig wird. 

610. Einige Beispiele. 

1. = x^ -{- y^ ist eine Funktion, die in der ganzen 
Ebene eindeutig ist; räumlich gedeutet, stellt sie ein Rotations- 
paraboloid dar, dessen Rotationsaxe die z-Axe ist. 
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2. jer = "j/a:* + y* ist ebenfalls eine eindeutige Funktion, 
sobald man das Vorzeichen der Wurzel einmal fesigelegt hat. 
Nehmen wir das Zeichen positiv, so bekommen wir den über 
der a;j^- Ebene gelegenen Teil des Botationskegels 

jefä = a?^ -|- y*. 


3. jßf == ya?* — y* ist ebenfalls eine eindeutige Funktion; 

stellt ja einen rechtwinkligen Rotationskegel dar, dessen Axe 
die a!;-Axe ist, und für welchen die a;y-Ebene ein Meridian- 
schnitt ist. Setzen wir nun in der Wurzel das positive Zeichen 
fest, so bekommen wir den oberhalb der rry-Ebene gelegenen 
Teil des Kegels. 

Um nun zu mehrdeutigen Funktionen überzugehen, bringen 
wir folgende Beispiele. 

4. jef = arc tg ~ • Diese Funktion ist mehrdeutig, und 

zwar nimmt sie bei jedem Umlauf um den Punkt Null in 
positivem Sinne zu um 2ä, bei jedem Umlauf im entgegen- 
gesetzten Sinne vermindert sie sich imi diesen Betrag. 

Sie ist eindeutig in einem Gebiet, welches den Nullpunkt 
nicht enthält, weil man dann in dem Gebiet keinen Umlauf 
um den Nullpunkt machen kann, dagegen mehrdeutig in der 
Umgebung des Nullpunktes. 

5. Wir haben hier das Beispiel einer transcendenten 
Funktion, welche unendlich vieldeutig ist. Wir können uns 
aber auch eine Funktion bilden, welche algebraisch in x und 
y ist und eine endliche Anzahl verschiedener Werte zulafst: 

o 

^ = COS y, 

WO CO == arc tir — • 

Freilich ist diese Funktion der Form nach transcendent, 
in Wirklichkeit aber algebraisch, nämlich 


= ]/W 


+ y' + ^ 


2 ya;* + 2/* 

Die transcendente Form ist nur deshalb gewählt, um beim 
Durchgang der verschiedenen vorkommenden Wurzeln durch 
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den Wert Null das Vorzeichen für den weiteren Verlauf von 
vorneherein festzulegen. 

Wir bekommen eine Fläche, die aus Geraden parallel zur 
^y- Ebene besteht, und bei der die Ordinate g erst bei zwei- 
maligem Umlauf um den Nullpunkt wieder denselben Wert 
annimmt. 

Die Funktion ist wieder eindeutig in einem Gebiet, das 
den Nullpunkt nicht enthält, mehrdeutig in einem Gebiet, das 
den Nullpunkt enthält. 

% 2. Die Integration von exakten Differentialen^ welche 
mehrere unabhängige Variahele enthalten. 

611. Bedingangsgleichungen des exakten Differentiales. 

Die Integration von Differentialen, welche von mehreren Yaria- 
belen abhängen, läJjst sich, wie gezeigt werden soll, leicht 
auf die Integration von Differentialen einer einzigen Variabelen 
zurückführen, indem man den Satz in Nr. 484 anwendet. 

Jede Funktion mehrerer unabhängigen Variabelen x^^x^^x^y 
' • ' Xny die wir als regulär voraussetzen in dem Sinne, dafs sie 
nebst ihren ersten und zweiten partiellen Ableitungen inner- 
halb eines gegebenen Gebietes stetig ist, hat ein Differential 
von der Form: 
(1) X^dx^ + X^dx^ + X^dx^ H f- Xndxn^ 

X^, X^, Xq, ' ' ' Xn sind stetige Funktionen der Variabelen 
^if ^i9 ^3) ' ' ' ' ^^^ umgekehrte Satz besteht aber nicht: 
Damit der vorstehende Ausdruck das totale Differential einer 
Funktion der Variabelen x^y x^y ^39' ' ' ist, oder, wie man auch 
sagt, ein exaktes Differential ist, müssen vielmehr gewisse Be- 
dingungen erfüllt sein. Denn ist der Ausdruck (1) das Differential 
einer Funktion Ä(a?i,a?2,a?8,--a?n), so bestehen die Gleichungen: 

ä^ = ^i' d^ — ^' ä^ — ^s, ••• ^ — ^• 

Betrachtet man nun zwei derselben, z. B. 

und differentiiert man die erste nach x^y die zweite nach x^^ 
so folgt: a«i^ ^ a^ a«a ^ dX^ 

dx^ dx^ dx^ ' dx^ dx^ dx^ ^ 

Serret, Diff.- u. Integral-Bechnung. II. 2 .Anfl. 20 
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also: 

dx^ dxi 
Hieraus scUiefst man^ dab, wenn der Ausdmck (1) ein exaktes 
Differential sein soll^ die Gleichungen notwendig sind: 

ax dX^ dX^ dX^ dX^ ^^n 

dx^ dxi ' dx^ dxi ' dx^ dx^ ^ 

(2) 


dx^ dx^ 

dx^ dx^ ' 

dX, Ö^n 

dx^ dx^ ' 




welche bei allen Werten der Yariabelen bestellen^ also identisch 

innerhalb des gegebenen Gebietes erf&llt sein müssen. Die 

Zahl derselben ist gleich der Anzahl der Kombinationen zu 

zweien, gebildet aus den Variabelen ^i; iCj, a;,, • • • • Hat 

man nur zwei unabhäi^ge Yariabele x^ und x^, so ist der 

Ausdruck (1): 

Xj dx^ -|- X^ dx^ 

und die Bedingungen (2) reduzieren sich auf die eine: 

dx^ ^ ax, 

dx^ dxi 

612. Integration. Wir wollen nun beweisen, dals, wenn 
die Bedingungen (2) erfüllt sind, eine bestimmte Funktion Sl 
der unabhängigen Variabelen aj^, iPg, iPj, • • • a?„ existiert, für 
deren totales Differential dH die Gleichung besteht: 

(3) dOi = Xi dxj^ + X^ dx^ + X^ dx^ + • • • + Z„ dxn> 

Der aUgemeine Ausdruck aUer Punktionen Ä, deren par- 
tielle Ableitung nach x^ gleich X^ ist, lautet: 

(4) • ' £l=jX^dx^ + Sl^. 

Qi^ bezeichnet dabei noch eine beliebige Funktion der Varia- 
belen a?2, a?8, • • • a?«, enthält aber x^ nicht mehr. 
Man mufs nun £1^ so bestimmen, dals 

dSl -^ dSl -rr dSl Y 


dx^ ^' dx^ *' dx. 


n 
n 
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wird. Nach dem Satze Nr. 483^ den wir hier anwenden 
dürfen^ weil wir voraussetzen^ dats die partiellen Ableitungen 
der Funktionen X^, X^, ' - > ebenfalls stetige Funktionen der 
Yariabelen sind, ist nun: 

Substituiert man hier für -^^ den identisch gleichen Ausdruck 
^» so ^olgt: 

XJ bezeichnet die Funktion X^y wenn man in derselben für die 
Variabele x^ den bestimmten Wert a^ setzt. Damit also -ö — 
gleich X^ wird, mufs 

sein. Für die übrigen partiellen Ableitungen von Sl^ gelten 
analoge Gleichungen. Also wird die Funktion Sl^ welche durch 
die Gleichung (4) definiert ist, die Gleichung (3) erfüllen, wenn 
^, das nur von den Yariabelen x^, x^, • • > Xn abhängt, die 
Differentialgleichung erfüUt: 

(5) dSl^ = X^^dX^ + X^^dx^ H h Xn^dXn] 

X^\ X^\ • • • Xn^ bezeichnen die Werte, welche X^, Z^, • • • X« 
för a^ = Ol annehmen. 

Yerfahrt man nun mit der Gleichung (5) ebenso, so 
findet man: 

£li=JX^^dx^ + £l^ 

und 

da^ = X^^^^dx^ H 1- Xn^^^dXn] 

Xj^«), . . • X»(2) sind die Werte, welche Z,, • • • Z« erhalten für 

X-t ^— (Jv^ , Xo ~~~ Cvo • 

Es ist ersichtlich, dafs man auf diese Weise fär die ge- 
suchte Funktion Sl den Ausdruck erhält: 

20* 
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ft, Ä, 6, »« 

ai a» o, a„ 

Dabei bezeichnet n die Zahl der Yariabelen und der Index i 
bei den Funktionen X^y X^y - - - Xn giebt an, dafs die i ersten 
Yariabelen in der Reihe x^^ x^j - - - Xi durch die bestimmten 
Werte %; o^^ - * - a» ersetzt sind. G bedeutet eine beliebige 
von den Yariabelen unabhängige Gröfse. 

Betrachtet man z. B. den Fall zweier Yariabelen x^ y, und ist: 

(7) ^{x,y)dx+i>{x,y)dy mit der Bedingung: ^^^ = ?^^ 

das gegebene DiflEerential, so hat das Integral desselben, so 
bestimmt, dafs es für a; «= iP^, y = y^ verschwindet, den Wert 

X y 

(8) j (p (x, y) dx +j t (a?o; y) dy- 

Xo Vo 

618. Reihenfolge der Integration. Die Bestimmung des 
Integrales eines Differentiales mit n unabhängigen Yariabelen 
ist also auf n Quadraturen zurückgeführt, welche sich auf die 
n einzelnen Yariabelen beziehen. Man erkennt, dafs diese 
Quadraturen in beliebiger Reihenfolge ausgeführt werden können. 
Man bekommt dabei immer (bis auf eine Konstante) dieselbe 
Funktion ß, weil die Differenz zweier Funktionen Ä' und Ä, 
welche in der genannten Weise bestimmt sind, die Gleichungen 

— ^-ö = erfüllt, also konstant ist. So ist z. B. das Inte- 

gral des Differentiales (7) durch den Ausdruck (8) dargestellt, 
aber es ist auch gleich 

(9) J t(x,y)dy +J (p(x,yQ)dx. 

Denn auch dieser Ausdruck verschwindet, für x^^x^y y = y^. 
Setzt man die beiden einander gleich, so erhält man: 

« a: y y 

j 9> (^; y) ^^ —J 9 (^; Vo) ^^ =J t (^, y) dy —J ^(a^o, y) dy, 

Xo Xo i/o Vo 

oder: 

(10) J[(p(x, y) — (fix^y^yidx ^J [t(oc, y) — *(^o; y)]«fy- 

Xo Vo 
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Diese Oleichung gilt also für zwei stetige Funktionen 

<p(x,y), ti^fV), welche nur an die Bedingung gebunden 

sind, daXs o , v o . , v 

^ gy(a?,y) _^ dilf(x,y) 

dy dx 

ist^ und dafs diese partiellen Ableitungen ebenfalls stetig sind. 

614. Beispiele. 

1) Es sei das Integral des Differentiales 

X x^ 

dSl = 7 Ti dx 7 r= dy 

(x — y)* y{x — yy ^ 

zu bestimmen. Hier ist: 

^ X 1 . y dX 2x 

(x — y)* x — y ' {x — yy Ty {x—-yY^ 

y aj* Ix 1 ar 2« 


y(x — yy y (x — y)* x — y^ dx (a?— y)*' 

X 

y 

also: 

oder: 

y a; — y ' 

C bedeutet eine beliebige Konstante. 

2) Es sei das Integral des Differentiales 

dÄ = (y + 0) dX'\' {z + x) dy -^{x-^- y) dz 
zu bestimmen. Hier ist 

X = y + ^, T-=z + x, Z=x + y, 

und die Bedingungen des exakten DifPerentiales sind in der 
That erfüllt, weil: 

dy dx ' 

de dx ' 

iI=l=M. 

de dy 


also: 
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Nun wird , 

M 

«b 

Sl=^ye + zx + xy — y^z^ — e^x^ — x^y^ + C, 

oder einfacher: ^ t t x r% 

Sl = yz -^ ex •\' xy '\' G, 

C bezeichnet eine willkürliche Konstante. 

§ 3. Eurrenintegrale und inexakte Differentiale. 

615. Einftihrnng des Knrvenintegrales. In § 2 haben 
wir gelernt einen Differentialausdruck 

X^dx^ + * • • + XndXn 
zu integrieren unter der Voraussetzung^ dafs er ein exaktes 
Differential ist. Die Definition des Integrales ^ von der wir 
dabei ausgingen, war die durch ümkehrung der Operation des 
Differenzierens. Wenn wir nun dazu übergehen, die Integration 
von nicht exakten Differentialausdrücken vorzunehmen, müssen 
wir auf die Summendefinition des Integrales zurückkommen. 
Am Ende des Paragraphen werden wir dann sehen, dafs die 
Definition im Falle eines exakten Differentialausdruckes über- 
einstimmt mit der im vorigen Paragraphen gegebenen. Zu- 
gleich aber müssen wir, wovon im vorigen Paragraphen nicht 
die Rede war, jetzt bestimmte Integrationswege betrachten. 

Wir wollen hier nur zweigliedrige Differentialausdrücke 
betrachten. 

Aulserdem stellen wir die folgende Forderung Q: Xund Y 
sollen stetige erste Differentialquotienten nach x und y in dem 
betrachteten Gebiet besitzen. 

Definition: Unter dem längs einer Kurve erstreckten 
Integral 5 

J{Xdx + Tdy) 
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verstehen mr das Integral 

b 


/(^If+i-l?)^'. 


WO X und y beide als Funktionen von t betrachtet sind, so dafs 

x=^x(t), y = y(t) 
die betreffende Kurve darstellt 

Dabei nelimeii wir immer an, dals die Kurve ein Weg ist. 
(Nr. 607.) 

Es ist leicht einzusehen, dafs diese Definition auf die 
frühere Summendefinition, wie wir sie beim einfachen Integral 
kennen lernten, zurückkommt. Es 
ist nämlich 

h 

dx , -^dy) 


Vig. 84. 


/(^n+i'i)'" 



Ao? 


= Limes S (XAx + FAy) , 

wo Ax und Ay Koordinatenzu- 

wachse sind, die man längs der 

Kurve nimmt, und wo dann zum limes überzugehen ist, indem 

die Ax und Ay verschwinden. 

Aus dieser Definition ergeben sich sofort einige einfache Sätze. 
ä) Es ist das längs einer Kurve von a nach b erstreckte Inte- 
gral entgegengesetzt gleich dem von b nach a erstreckten Integral. 

h a 

J{Xdx+ Ydy) = — f{Xdx+ Ydy). 

a b 

In der That setzen sich beide Integrale aus denselben 
Elementen zusammen, doch treten dx 
imd dy im zweiten Integral gerade 
mit dem entgegengesetzten Vorzeichen 
auf, wie im ersten. 

Aus dem Umstand, dals sich das 
Integral auffassen läfst als Grenzwert 
einer Summe, folgt auch sofort der 
folgende Satz ^ 

b c c 

b) J{X dx + Tdy) +f{^ äx + Tdy) =f(^ ^^ + ^^V) • 


Fig. 85. 
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Beide Sätze beruhen darauf^ dafs das längs einer Kurve er- 
streckte Integral ein bestimmtes Integral mit einer unab- 
hängigen Veränderlichen t ist^ und für solche Integrale haben 
wir die beiden Sätze früher bewiesen. (Nr. 410.) 

616. VerwandlTixig eines Knrvenintegrales in ein Fläohen» 
integral. Wir beweisen jetzt den för das Folgende wichtigen 

Safis: ErßiMen X und Y in einem Gebiete U der xy- 
Ebene die Forderung $, so besteht die HelaUon 

JiXdx + Tay) =.jr/(|I_ H) dxdy. 

Wir beweisen den Satz zunächst für das Gebiet^ das von 
jeder Geraden ^ die parallel zu einer Koordinatenaxe ist, nur 
zweimal getroffen wird. 

Der Beweis ist folgendermalsen zu führen: 
Wir zeigen zuerst^ dafs # 

Dies geschieht, indem wir auf die Summendefinition des Inte- 
grales zurückgehen. 

IHg. 86. 



Das auf der rechten Seite stehende Integral fassen wir 
auf als 


Limes SAYl -w— dx 

ox 


i' 


und zerlegen nun die Fläche in Streifen parallel zur a?-Axe. 
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Wir haben dann (s. Figur 36): 

unter Y^ und Y^ die Funktionswerte von Y an den Stellen 1 
und 2 verstanden, und 


/ 


^ß 


AD &« 


^»1 • r; + ^» ■ 1,. 


Hier ist Ay^ = — Ay und Ay^ = Ay gesetzt, so wie diese 

Elemente beim positiven Umlauf von U in Betracht kommen. 

Bilden wir nun die Summe und gehen zum Limes über, 

so kommt 

dydx-^ 


// 


=fTdy. 

n 


Durch Zerlegung in Streifen parallel zur y-Axe bekommt 
man den analogen Satz: 


// 


dx 

dy 


dxdy 


-f 


X.dx. 




Durch Addition folgt 

SS^-^-W) äxdy=f{Xdx+ Ydy). 

u u 

Damit ist der Satz für Gebiete, wie wir sie oben definiert 
haben, bewiesen. 

Wir zeigen nun weiter, 
dafs der Satz für ein Ge- 
biet U gut, wenn er für 
zwei Teilgebiete U^U^ gilt. 

Zunächst ist 


Fig. 87. 


/' 


{Xdx+Ydy) 





und ebenso 


f(Xdx+Tdy)=ff{^-,^, 


— i dxdy. 


314 Siebentes Kapitel. 

Addiert man anf der rechten Seite , so bekommt man 


//( 


dT d. 


Addiert man anf der linken Seite^ so bekommt man^ da der 
TJmlanf U, sich zusammensetzt aus den Eurvenstücken ach 
und heay U^ dagegen aus aeh und hday das Integral über 
ach und hda^ da femer das Integral von h bis a über e sich 
gegen das von a bis h über e genommene Integral forthebt 
(Nr. 615), bleibt gerade 

J{Xdx+Tdy). 
Demnach kommt 

^{Xdx + Tdy) ^JJdx dy (|f - |f ) • 

Damit ist der Satz zugleich auch be¥riesen fQr Gebiete, welche 
sich aus beliebig vielen Gebieten der oben genannten Eigen- 
schaft zusammensetzen. 

Diese Eigenschaft besitzt aber jedes Gebiet. (Nr. 607.) Man 
braucht beispielsweise nur in eine geeignete Anzahl von Streifen 
parallel zur x- und y-Axe zu zerlegen. Im Inneren ergeben 
sich dann Rechtecke, die, wie ohne weiteres klar ist, die ge- 
wünschte Eigenschaft haben, am Bande bekommt man Eurven- 
stücke, und man kann wegen der vorausgesetzten Eigenschaften 
des Umlaufes U ihn so durch Parallelen zur x- imd y-kxß 
zerlegen, dafs kein solches zu einem Teilgebiet gehöriges 
Eurvenstück von einer solchen Geraden zweimal getroffen wird. 

Daraus ergiebt sich aber die allgemeine Gültigkeit des 
Satzes. 

617. Anwendung auf exakte Differentiale. Mit Hülfe 
unseres Satzes können wir nun sofort zeigen, dals das Eurven- 
integral, genommen über ein exaktes Differential, nur abhängt 
von der oberen Grenze. 

Beim exakten Differential haben wir ja 

dy dx ^ 
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Tind wenn wir nun das Integral von x^y^ zu x^y^^ erstrecken 
auf zwei yerschiedenen Wegen, so ist 


JiXdx-i- Ydy) —J(Xdx+ Ydy) 


-/( 


_ _ _j dxdy, 



WO ^ das dazwischen liegende Gebiet ist, also 
f(X dx + Ydy) -f{X dx + Frfy) = 0, ^ 

d. h. J{X dx + Ydy) = Ax dx + Ydy) . 

Wir haben also den Satz: 

Erfüllen m einem Gebiet U die Funktionen X und Y die 
Forderung § und aufserdem die Integrahüitätsbedingung 

dx dy ' 

^0 ist das längs einer beliebigen Kurve innerhalb des Gebietes von 
einem bestimmten Anfangspunkt aus erstreckte Integral nur ab- 
hängig von der oberen Grenze, 

Hieraus folgt zugleich auch die Identität mit der im 
vorigen Paragraphen gegebenen Definition. 

Die hier erhaltene Funktion F(x, y) (wir schreiben statt der 
oberen Grenze x^^ y^ wieder x^ y) unterscheidet sich, da nämlich 
sie die partiellen Differentialquotienten X und Y besitzt, von 
der früheren nur um eine additive Konstante, die man == 
festsetzen kann. 

§ 4. Das Polarplanimeter. 

Als Beispiel für die Integration eines mehrgliedrigen Diffe- 
rentiales mit sehr einfachen Koeffizienten wollen wir hier die 
Ausmessung des Flächeninhaltes durch das Amsler'sche Polar- 
planimeter behandeln. 

618. Das Flanimeter und seine Bewegung. Der Apparat 
besteht im Prinzip aus zwei Stäben, die durch ein öelenk G 
verbunden sind. Das eine Ende P des einen Stabes wird fest- 
gehalten (fester Pol P), das des anderen trägt einen Fahrstiffc 8 
und aufserdem eine Bolle jß, die an einer dem Stabstücke GS 


paralleleD Axe befestig ist. Xnn bew^t man den Apparat so, 
daJs man mit dem Fafarstift 8 den anezamessenden Flächeninhalt 
mofälirt. Dabei wird sich G- anf einem Kreis hin mid her be- 



wegen und seine Bewegung wird (bei unserer Figur) zwei Um- 
kehrpunkte Gl Gf haben, die den Punkten 5, S^ entsprechen, wo 
ff,Sj= GjS'j gleich der Länge e des Stabes GS ist. Es wird 
nun behauptet, dals die Umdrehung der Bolle B den Flächen- 
inhalt unseres FlächenstQckes J sngiebt, wenn man mit dem 
Fahrstift S dasselbe einmal um^nit. 

Genauer mufa man sagen: Der Winkel w, um den sich die 
Bolle in positivem Sinn dreht, unterscheidet sich nur durch 
den Faktor ep von dem Flächeninhalt, den der Stab in posi- 
tivem Sinn überstreicht, wo p den Badius der Bolle bedeutet 
Positiv heifat hier die Drehung der Rolle, wenn sie, in 
der Bichtung von G nach iS gesehen, in einem Sinne er- 
scheint, der dem des Uhrzeigers ent^gengesetzt ist. Positiv 
überstrichen heiTst ein Flächenstück, wenn sich der in der 
Bichtung GS genommene Stab nach links gegen die Anfangs- 
lage bewegt bei Überstreichung 
c, des Fhtchenstückes. 

Wir woEeu nun die Be- 
wegung des Stabes e genauer 
untersuchen und zwar denken wir 
ans jetzt auch das Ende G frei- 
beweglich. L^end eine Li^e GS 
des Stabes ist dann durch drei 
Koordinaten in Bezng auf eine gegebene Anfangslage G^Sf, be- 
stimmt. Hierzu wählen wir die folgenden Chaisen. 
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Wir ziehen durch den Punkt JB, welcher die Lage der 
Bolle B markiert; eine Linie G^S^ parallel zur Anfangslage 
GqSq des Stabes GS, so daJfe G^B=GqBq, B8^ = Bq8^ 
wird, wo B^ die Anfangslage der Rolle bezeichnet. Wir proji- 
zieren B auf 6^0 ^0 ^^^ nennen s den Abstand des Projektions- ' 
punktes von jß^; ^ ^^^ Abstand desselben Punktes von ü. 
Endlich sei q> der Winkel zwischen G^S^ und GS, 

Wir wollen nun sehen, um welchen Winkel d^w die 
Bolle B um. ihre Axe sich dreht, wenn wir den Stab erst 
um ein Stück A^ in seiner Bichtung, dann um An normal 
zu dieser yerschieben und ihn endlich um 72 um den Winkel 
Aq> drehen. 

619. Die Drehung der Bolle. 

a) Wenn wir den Stab in in seiner eigenen Bichtung etwa 
um die Strecke A^ yerschieben, so wird sich dabei die Bolle 
nicht drehen, wir haben also: 

Aw = • As = 0. 

6) Wenn wir ihn senkrecht gegen seine Bichtung ver- 
schieben um die Strecke An, so ist: 

Am; = 

c) Wenn wir den Stab um den Winkel Aq) um den 
Unterstützungspunkt B der Bolle drehen, so wird sich die 
Bolle nicht um ihre Axe drehen. Wir haben also: 

Am; = • A9? = 0. 

Im ganzen, wenn wir alle drei Bewegungen nach einander 
ausführen, bekommen wir also die Umdrehung 

Am; = — • 

620. Der vom Stabe e überstrichene Fläoheninlialt. 
Wir wollen nun den Stab 6, den wir uns frei denken, eine be- 
stimmte Bewegung ausführen lassen, indem beide Enden Kurven 
beschreiben. Alsdann werden die oben definierten Gröisen % n 
und 8 sich als Funktionen eines Parameters t (etwa der Zeit, 
in welcher man die Bewegungen ausführt) darstellen lassen, 
ebenso der vom Stab überstrichene Flächeninhalt F, Dabei 
definieren wir den vom Stabe GS überstrichenen Flächeninhalt 
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als den Inlialt de{ijenig«ii FlächenstÜckeB G^S^SQ (vergl. 

F^. 41), das von der AnfangslE^e GqS^, tmd der Endlage GS 

dea SUbea einerseits und andrerseits von den Karren G^G, S(,8 

b^renzt ist, welche die Endpunkte G and 8 besclireibeii. 

Wir stellen uns nun zoiückst die Au%abe, den Differestiat- 

qaotienten Ton F nach der Zeit aoszodrüeken durok die 

Differentialquotieiiteii von <p, n und s nach der Z^t. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns in Figur 41 zuräckst 

die Konstruktion der Figur 40 wiederiiolt ond die der Lage 

GS entsprechenden Koordinaten s, n, 9 ermittelt AlaHitTiTi 

Terbinden wir die Endpunkte G^ und iS^ unserer Hülfegeraden 

G^S^ einmal mit G^ bezw. S^ durch parallele Gerade, sodann 

mit tr bezw. S durch die bei der Drehung um ü beschriebenen 

Kreisbögen iiiG bezv. S^S. Wir bezeichnen nun mit V den 

Flächeninhalt GoSoS|^ö^0„, den der Stab überstrichen 

haben wfirde, wenn er erst parallel nach G^ Si verschoben 

und dann um ij in die L^e GS gedreht worden w^re. 

Nennt man e" die Länge 

"«■ "■ des Stabstfickes GB, e' die 

des Stückes BS, so ergiebt 

sich für y der Wert: 

(1) W=e.n-\-'^^=^;p. 

Andrerseits folgt ans dw 

^ — Figur: ^ ^ ^ 

W—F=GMG.+SaSSy 
Fwm« ist: IT i 

\G^OG,\<nh, |S„5S,[<6,-(c'> + «), 
wo h bezw. \ die längste der Parallelen bedeutet, die inner- 
halb G^GG^ bezw. innerhalb S^SSi zu G^S^ gezogen werden 
könne». 

Daher wird: 
(2) |J'-3r|<«6 + (e> + «)-6,. 

DieBelbe Betra<^tung nun, die wir fOr die An&ngs- tutd 
Endlagen unseres Stabee angestellt hab^i, k&naen wir aaf 
irgend welche Zwischeolagen anwenden. Wir können aus 
z, B. vorstellen, dafs in der Zeit von ^ bis t-\- At die Za- 
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Tfüchse AF und A^ der Fl&cheninhalle F und V gemessen 
nnd auf diese unsere Formeln angewandt werden. 

Wir haben dann nur zu bestimmen^ um welchen Winkel 
Aq> iioh d^r Stab in der Zeit A^ gedreht^ und um welches 
Stück Am er sieh senkrecht zu seiner momentanen Richtung 
zur Zeit t bewegt hat und finden aus (1): 

Ay=^ e ' Aw H 2 Aq) 

xmA B,u^ (2): 

lAJ?'-- A!P^| < & . Aw + »1 . (Aw + e"- A9>), 

wo h und \ sich nun auf das Zeitintervall A^ beziehen. 

Nach der vorigen Nummer können wir an Stelle von Aw 
den Winkel Aw einführen, um welchen sich die Rolle in der 
Zeit A^ gedreht hat, es wird: 

Aw = Q • Aw. 

Daher folgt nach Division durch A^: 

AF AW 


At At 


, Aw . j^ / Aw ^^ „ A(p\ 
<^(fÄt+^^\^Ai + ^ -Äi) 


Für A^ = wird die rechte Seite der letzten Ungleichheit 
ebenfalls 0, mithin folgt durch Grenzübergang: 

dF d^ dw , c'* — e"* dq> 

für den gesuchten Differentialquotienten. 

Wir finden hieraus das voUaföndige Differential: 

dessen Integral, zwischen den entsprechenden Grenzen ge* 
nommen, uns den in der Zeit t überstricbenen Flächeninhalt 
liefert: 


^-/( 


BQ dw H 2 ^^) "^ ^9^ H 2 ' ^' 

Dabei bedeutet w den Winkel, um den sich die Rolle, q> 
den Winkel, um den sich der Stab in der Zeit t gedreht hat. 
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Um nun die praktische Anvendong des Polarplammeters 
anzugeben, brauchen wir nur noch den Satz: 

Bew^ man den 

^- " Stcä> so, dafs die Enden 

■ G und 8 dabei gwei 

Iwn einander getrennte 
Umläufe U^, U, 6e- 
» schreiben, so besteht für 
die ^gehörigen Flädten- 
inkaäe die Formel: 
t^g = I7j + egic. 
Dieser Satz wird 
so bewiesen: 
Bei der Endstellung des Stabes hat <p wieder den Anfangs- 
wert 0, und te, das zu Anfang den Wert hatte, bekommt 
einen bestimmten Endwert w. Also wird: 
F^ eqw. 
Ferner liefert bei der angegebenen Bewegung E7g einen 
positiven, XJ^ einen negativen Beitrag und daB dazwischen 
liegende F^henstück hebt sich heraus, also wird: 

F^ U^—U^. 
Daher folgt: 

JJf — Dl = epw. 
Liegt speziell der in Figur 39 betrachtete Fall des Polar- 
plauimeters vor, so ist U^ ^ 0, also der umfahrene Flächen- 
inhalt 

U= ewif, 
wie in Nr. 618 behauptet war. 

Man mifst also geschlossene Fläeheninhdtte mit dem Folar- 
planimeter, indem man an der Satte den Winlcd cddiest, um 
welchen sich diese dreht, während der Süß. S die Begrensmng 
des gesuchten Flächeninhaltes umfährt. 


Achtes Kapitel. 

Funktionen einer komplexen Veränderliclien. 


621. Ziel der Entwickelungen dieses Kapitels. Im elften 
Kapitel des ersten Bandes haben wir die Regeln der Differential- 
rechnung auf Funktionen einer komplexen Veränderlichen über- 
tragen. Wir stellen uns jetzt die analoge Aufgabe^ auch eine 
Integralrechnung der Fimktionen einer komplexen Variabelen 
zu begründen. Dabei wird es sich als zweckmäfsig erweisen^ 
statt — wie bisher (Nr. 366) — von dem Begriff der ana- 
lytischen Funktion auszugehen^ die uns in einem bestimmten 
Bereich durch eine Potenzreihe definiert ist, den allgemeineren 
Begriff der Funktion einer komplexen Veränderlichen über- 
haupt zu Grunde zu legen. Es erwächst uns so eine drei- 
fache Aufgabe: 

1. Genaue Festlegung des Begriffes „Funktion einer 
komplexen Variabelen". 

2. Studium der Eigenschaften dieser Funktionen. 

3. Untersuchung der Frage, inwieweit die Begriffe „ana- 
lytische Funktion" und ,,Funktion einer komplexen Variabelen" 
sich decken. 

Im Einzelnen ist die Disposition des Kapitels diese: 
Der erste Paragraph dieses Kapitels untersucht die Funk- 
tionen einer komplexen Variabelen überhaupt, der zweite unter- 
scheidet sie in eindeutige und mehrdeutige, der dritte handelt 
von ihrer Integration, der vierte von ihrer Entwickelung in 
Potenzreihen, und der fünfte bringt schlief slich eine Über- 
tragung der Resultate auf Funktionen von mehreren komplexen 
Veränderlichen. 

Serret, Diff.- a. Integral-BeohuTuig. II. 2. Aufl. 21 
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§ 1. Bie komplexe Funktion. 

622. Definition der Funktionen einer komplexen Yer- 
änderliohen. Wir definieren mit Cauchy die Funktion einer 
komplexen Veränderlichen, oder kürzer die komplexe Funktion 
in folgender Weise: 

Definition: w = f{z) = u -{- iv heifst eine Funktion 
der Icomplexen Veränderlichen je? = a? + iy , (auch hwrz ,Jcomplexe 
Funktion'' oder y^Funktion von z''), wenn ihr reeller Teil u tmd 
ihr imaginärer Teil vi den partiellen Differentialgleichungen ge- 
nügen: 

du dv du dv 

dx dy' dy dx' 

Diese Definition bedarf der Erläuterung. 

Zunächst wird man, verführt durch die Begriffsbestimmung 
bei reellen Veränderlichen, die Funktion so definieren wollen: 

w ist eine Funktion von jgr, wemi jeder komplexen Zahl ä 
eine komplexe Zahl w zugeordnet wird. 

In diesem FaUe würden aber x, y^ x — iy Funktionen 
von z sein, während man naturgemäfs bei einer Funktion von 
die Veränderlichen x und y nur in der Verbindung x -{- yi 
wird haben wollen. 

Dies ist nun aber bei der Cauchy sehen Definition der 
Fall, wie wir zunächst an einigen Beispielen zeigen wollen. 

Jede analytische Funktion fällt unter diese Definition (nach 
Nr. 378), und es sind also beispielsweise alle rationalen Funk- 
tionen, femer e*, sin z, cos z, Iz und z^ bei beliebigem m 
komplexe Funktionen. 

Alle diese Beispiele enthalten, wie überhaupt jede ana- 
lytische Funktion, x und y nur in der Verbindung z = x-\-iy^ 

Andererseits genügen Ausdrücke wie x, y, x — yi^ wie 
man sich leicht überzeugt, nicht den Differentialgleichungen 
der Nr. 2. Hiemach wird es schon sehr wahrscheinlich, daf» 
die Cauchy sehe Definition nur solche Funktionen von x und 
y umfafst, welche x und y in der Verbindung x + yi enthalten. 

In Nr. 641 werden wir aber erkennen, dafs jede Funktion 
von z — unter gewissen Stetigkeitsbedingungen — eine ana- 
lytische Funktion von z ist, woraus sich ergiebt, dafs dann 
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auch die Gauchysche Definition besagt^ dafs die Funktion x 
und y nur in der Verbindung x + yi enthält. 

628. Die Gruppeneigensohaft. Aus den in der vorigen 
Nummer angefahrten Punktionen können wir durch Zusammen- 
setzung neue Punktionen bilden, so z. B. aus e* und 0^ die 
Punktion e^. Solche Punktionen sind wieder Punktionen von isf. 

Die Punktionen besitzen nämlich die sogenannte 

Onq^peneigenschaft Eine komplexe Funktion einer kom-- 
pleocen Funktion ist wieder eine komplexe Funktion, 

In der That, es sei 

(1) w = f{z) = u-{' vij 

wo 

z = x + iy, u = (p{x,y), v = ilt(x,y) 

ist, eine Punktion von m. Dann ist 

,c)\ * du dv_ dv_ du 

^ ^ dx dy^ dx dy 

Es sei femer 

(3) W=F{w)= U+Vi, 

wo 

u=0(u, v), r= W{U, V) 

ist, eine Punktion von w. Alsdann wird auch, wie man leicht 
nachrechnet: 

^ ^ du dv^ du dv 

Setzen wir nämlich für w seinen Wert aus (1) in (3) ein, 

so wird 

W=F(f{^))=U+Vi, 
wo 

U=0{(p, t) und F= ^(q>y t) 

ist. Nun wird aber: 

dü_dü du .du dv ^ dV ^ dv . dV du ^ dV 
dx du ' dx"^ dv ' dx dv dy "^ du dy dy 

und analog 

dU dV 

dy dx 

Hiermit ist die Behauptung erwiesen. 

21* 


I 
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Freilich setzen die angewandten Differentiationsregeln nach 
Nr. 40 die Stetigkeit der benützten Ableitungen voraus. 
Wir stellen daher die 

Forderung J: Die partiellen ÄUeUtmgen erster Ordmmg 
von u und v sind stetig, 

und erkennen: 

Die Gruppeneigenschaft ist erfuUt fü/r die Funktionen f{z\ 
welche der Fordenmg J genügen. 

Um einige einfache Anwendungen der Gruppeneigenschaft 
zu geben^ wollen wir hervorheben, dafs — unter c eine Kon- 
stante verstanden — cw und — Punktionen von e sind, wenn 

w eine solche ist; denn C0 und — sind ja Funktionen von 0. 

In diesem Kapitel wird noch durch Verallgemeinerung der 
Gruppeneigenschaft gezeigt werden, dafe wenn w^^ und w^ 
Funktionen von sind, auch 

Funktionen von sind. Mit anderen Worten: 

Die Summe, die Differems, das Produkt, der Quotient zweier 
Funktionen von sind toieder Funktionen von 0. 

So sind beispielsweise die Funktionen tg und ctg 0^ di« 
durch die Gleichungen erklärt sind: 

, sin . cos £; 

tg^= ctgj6?=-T— -, 

o co8z^ ^ auLZ^ 

Funktionen von 0, 

624. Ableitung einer Funktion von 0. Wie bei den ana- 
lytischen Funktionen (Nr. 369) definieren wir die Ableitung 
allgemein durch die Gleichung: 

dz ' ^ ^ Ä=0 ^ 

Wir nehmen an, f(0) erfüllt die Forderung J. Alsdann wird: 

Au , . Av 

_____ I a . 

/^\ ,. Aw T Au 4- iAv ,. Ax Ax 

(1) lim -r— = bm -T — .. = hm r — 

^ ^ Az Ax + tAy . , . Ay 

Ax 

an der Stelle A0 = 0, d. h. Ax = 0, Ay = 0. 
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Hieraus folgt zunächst ein bestimmter Wert von lim ^, 
wenn ^ einen bestimmten Grenzwert annimmt. In der That, 

wird lim^ = ^, so folgt 


(2) lim ^" 


\dx ^ dx 1^ \dy ^ dy 7 dx 


I dx 

dw . dto dy 

dx dy dx 

' dx 
Aus den Differentialgleicliungen für u und v folgt nun 
zweitens, dafs dieser Ausdruck von -^ ganz unabhängig ist. 
Soll dies nämlich der FaU sein, so ist hierfür notwendig und 
hinreichend, dals für jeden Wert von ^ die Gleichung besteht: 

Dies geht aber nur dann, wenn auf beiden Seiten die von — 

3 (tX 

freien Glieder und die mit -^ multiplizierten Glieder über- 
einstimmen, d. h. es mufs sein: 

oder 

/j^N dio dw_ . 

V / dy dx ^ 

was aber, wie man durch Einführung von u und v und Trennung 
in reellen und imaginären Teil erkennt, auf die Gleichungen 

du dn du dv 

dx dy^ dy dx 

hinauskommt. — 

Es existiert also f(is). Diese Ableitung ist aber auch 
stetig, wie aus der ersten Gleichung (3) zusammen mit der 
Forderung J hervorgeht. ' 

Damit haben wir den Satz erhalten: 

8 ata: Die Funktion w = f{a) erfülle die Forderung J. 

Alsdann hesitzt sie eine stetige Ableitung, deren Wert unabhängig 

'^ dy 

ist von -T^- 
dx 
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Ist umgekehrt -^ iinabhängig van ^, so ist w eine Funktion 
von 0, 

Aus diesem Satze lassen sich wichtige Folgerongen ziehen. 

Zunächst schlielsen wir^ dais die Forderung J sich auch 
so formulieren lälst: 

Forderung J. f{ß) und seine Ableitung f{z) sind stetige 
Funktionen von z. 

Ferner hatten wir allein aus der Thatsache, dafs -3- 

' dz 

unabhängig von — ist, in Nr. 380 — 382 erschlossen, dafe 

die analytische Funktion eine konforme Abbildung der z- 
Ebene auf die W7-Ebene bewirkt. Diese Eigenschaft über- 
trägt sich also auch auf beL komplexe Funktionen, wenn sie 
nur die Forderung J erfallen. 

Man erkennt leicht, dafs sich die Differentiationsregeln 
der reellen Funktionen von reellen Veränderlichen in ganz 
analoger Weise auf Funktionen von übertragen, sowie dafe 
der Differentialquotient einer Funktion von selbst wieder eine 
Funktion von ist. Der Beweis dieser Sätze möge dem Leser 
überlassen bleiben. 


§ 2. Eindentige nnd mehrdentige Funktionen. 

625. Definition der mehrdeutigen Funktionen. In Kap. VI 
dieses Bandes haben wir die Funktionen zweier reeller Variabeler 
eingeteilt in eindeutige und mehrdeutige Funktionen. Wir 
können jetzt die dort gegebenen Definitionen unmittelbar auf 
komplexe Funktionen übertragen. 

Definition: w = f{0) = u -{- vi ist eine mehrdeutige 
Funktion 0, wenn mindestens eine der beiden Funktionen u und 
V eine mehrdeuMge Funktion von (x, y) ist 

Wir geben jetzt einige Beispiele. 

626. Die "Funktion "j/^r. Betrachten wir z. B. die Funktion 
w = y0 und setzen nach Nr. 357 

= pe»«^ 


so dafs 

w = y0 = ]/p 6 


2 
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wird. Betrachten wir diesen Ausdruck als Funktion von x 
und 2^, so ist p = yx^ + y^ eindeutig, o = arctg ~ aber 

eine vieldeutige Funktion von x und y (Nr. 610, 4), mithin wird 
auch w eine vieldeutige Funktion von z sein. 

Beschreibt der Punkt z in der G aufs sehen Ebene einen 
Umlauf SB (Fig. 43) in positivem Sinne um den Nullpunkt, 
so vermehrt sich (Nr. 610, 4) bei dem- 
selben © = arc tg ~ um 2ä, während 

Q den Anfangswert wieder annimmt. 
Daher multipliziert sich w mit 


irti 



e ^ =e^» = — 1; 
d. h.: 

Macht z einen Umlauf um den Nullpunkt, so multipliziert 

sich yz mit dem Faktor — 1. 

Beschreibt dagegen z einen Umlauf, der den Nullpunkt 
äulserhalb lälst, so bleibt (ö = arctg— ungeändert, folglich: 

Macht z einen Umlauf, welcher den NuUpunkt ausschliefst, 
so bleibt Yz ungeändert. 

627. Weitere Beispiele von eindeutigen und mehrdentigeii 
Punktionen. Hätten wir dagegen die Funktion w = z^ der- 
selben Behandlung unterworfen, wo m eine ganze Zahl ist, so 
hätte sich w mit ^*^^* = 1 multipliziert, also denselben Wert 
erhalten; z"^ ist eben bei ganzzahligem m eine eindeutige 
Funktion. 

Überhaupt sind, wie man sich leicht überzeugt, eindeutige 
Funktionen: 

1) Die ganzen rationalen Funktionen. 

2) Die gebrochenen. 

3) e^, sin z, cos z und überhaupt alle beständig kon- 
vergenten Potenzreihen. 

4) tskugz und überhaupt der Quotient zweier beständig 
konvergenter Potenzreihen. 

Hingegen sind mehrdeutige Funktionen: 

1) Yzf Yz und überhaupt alle Funktionen ;8r*", wo w 
keine reelle ganze Zahl ist. 
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2) Der Logarithmus und andere Funktionen, die wir im 
dritten Paragraphen untersuchen werden. 

628. Die FunkMoii Yz — a. um die Funktion 

tp s» Ye — a 

zu studieren, bilden wir die 0-Ebene vermöge der Substitution 

jer' = — a 

eineindeutig auf eine ^'-Ebene ab. 

Es entspricht dann einem Umlauf in der 0-Ebene, in 
dessen Inneren sich a befindet (bezw. sich nicht befindet) ein 
Umlauf in der 0'- Ebene, in dessen Inneren sich der Nullpunkt 
befindet (bezw. sich nicht befindet). Andererseits wird: 

wir schliefen daher aus den Resultaten der vorigen Nummer: 

Die Funktion Y^ — ^ nimmt, wenn auf einem Umlauf 
nach seinem Ausgangspunkt ssurückkehrt, denselben oder deh ent- 
gegengesetzten Wert an, jenachdem der Umlauf den Punkt a in 
seinem Inneren enthält oder nicht. 

Betrachten wir allgemeiner die Funktion 

Y^ — aE{z), 

wo E (z) in der Umgebung von z — a eindeutig und stetig 
ist, und machen einen Umlauf, der in dieser Umgebung ver- 
läuft, so wird sich ganz dasselbe Verhalten zeigen wie bei 

Yz — a. Denn E(z) erhalt am Ende eines jeden solchen Weges 

denselben Wert wie zu Anfang nach Voraussetzung; Y^ — ^ 
erhält aber denselben Wert oder den entgegengesetzten, je- 
nachdem der Punkt z = a sich innerhalb oder aufserhalb des 

Weges befindet. Also wechselt auch das Produkt Y^ — ^ ^(/) 
sein Zeichen oder nicht, jenachdem der Punkt a ein innerer 
oder ein äufserer ist. 


629. Die Funktion Y{^ — ^) (^ — ^)- Machen wir um den 
Punkt a einen Umlauf, in dessen Inneren sich .jedoch der 
Punkt h nicht befindet, so hat die Funktion 

w = Y(^ — ^) (^ — ^) 
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Fig. 44. 


den Charakter von y(z — a) JE!(j2f); denn JS?(jef) = ]/jEf — & ist 
im Inneren eindeutig; die Funktion w wechselt also ihr Zeichen. 
Sie behalt dagegen ihr Zeichen, weno sowohl a als l sich 
auiserhalb des Umlaufes befinden. Hingegen wechselt sie 
wieder ihr Zeichen, wenn h innerhalb, aber a auUaerhalb liegt; 
denn der Punkt a und der Punkt h sind gleichberechtigt, 
um endlich zu erkennen, wie die Funktion 

w = y{z — d) {z — V) 

sich verhalt, wenn beide Punkte a und & innerhalb des Um- 
laufes liegen, machen wir uns nebenstehende Konstruktion- 
Wir verbinden die beiden Punkte 
A und 3 des Weges SB durch eine 
Kurve, welche die beiden Punkte 
a und }) trennt. 

Nun können wir den Umlauf 
(Figur 44) 

U=^B(-i^) + B^(-i^) 
ersetzen durch 

+ AB{-1^) + BAi-U), 

weil durch den Weg 5J.(-i^) + J.B(-1^) der Wert von w 
nicht geändert wird (Nr. 615). 

Aus Nr. 628 folgt aber, dals w nach dem Umlauf 1, 2 
sowohl wie nach dem 2, 3 sein Vorzeichen ändert. Nach 
Durchkufen beider Wege ist also das Vorzeichen wieder das 
anfangliche. 

Nennen wir die Punkte a und & Verzweigung^igunkte der 

Funktion ,/7 r-7 rr- 

w = Yip — <v\^ — ^)? 

so können wir zusammenfassen: 

Satz : Bei einem Umlauf um eine gerade Zahl (0 oder 2) 

von Verzweigtmgspwnkten behalt y{z — a) (z — h) das Zeichen, 
hei einem Umlauf um eine ungerade ZaM (1) von Verzweigungs-- 

punkten wechselt y{z — a) {z — V) das Zeichen. 



680. Die Funktioii ^{z — a) {z — 6) {z — c) {z — 3), Man 
kann allgemein die Funktion yQ{^ betrachten, wo Gr eine 
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ganze rationale Funktion bedeutet. Alsdann heifsen die Null- 
stellen von G(0) die Yerzweigungspunkte von YG {z). Als- 
dann gilt wieder der 

Satz: Bei einem Umlauf um eine gerade Anzahl von Ver- 
eweigwngspunkten bleibt der Wert der Funktion ungeändert, bei 
einem Umlauf um eine ungerade AnzaM ändert sie ihr Zeichen, 

Der Beweis wird ganz analog geführt und möge dem 
Leser überlassen bleiben. Das Resultat im Einzelnen wollen 
wir an dem Beispiele von vier Verzweigungspunkten ab cd, 
also an der Funktion 

w = y{z — a){z — b) (z — c)(z — d) 
erlautem. 

Beschreiben wir einen Umlauf um U, der die übrigen 

Verzweigungspunkte ausschliefst (Figur 45), so sind in dieser 

Fig. 45. 



V V? 


c 


Umgebung Yz — 6, Y^ — ^? V^ — ^ ^^^ daher auch 
|/(jEf — b) (z — c) (z — d) eindeutig; Y^ — ^ *^®r behält sein 
Zeichen oder wechselt es, jenachem a auiserhalb oder inner- 
halb von SB liegt. Dieselbe Überlegung gilt für die Punkte 
i, c, d. Wir sehen also: 

Der Umlauf um Verzweigu/ngspunkte erhält das Zeichen, 

„ „ „ 1 „ ändert „ „ 

Der Umlauf um zwei Verzweigungspunkte erhält das Zeichen, 
Denn wenn z beispielsweise einen Weg beschreibt, der a und 
b in seinem Inneren enthält, so ändert nach Nr. 628 die Funktion 
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y{z — d) {z — h) ihr Zeichen nicht, und y{z — c) {z — d) auch 
nicht. Also bleibt auch das Vorzeichen des Produktes erhalten. 
Analog können wir zeigen: 

Ein UmUmf um 4 Verzweigtmg^nmkte erhalt das Zeichen. 

Mn TJniUmf um 3 VerzweigfmgspufJcte ändert das Zeichen. 

681. Die Funktloii Iz, Als letztes Beispiel behandeln wir 

die Punktion w = Iz. 

Setzen wir 

rr = p cos G), 2/ = p sin o , 

so wird (Nr. 357) 

z =^ Q (cos w + i sin o), 
d. i. nach Nr. 373 

Z = Q^"^. 

Mithin folgt: 

Es wird daher 

(1) w = Iq •■{- (oi. 

Diese Gleichung dient dazu w ^^Iz = l(X'{-yi) in seinen 
reellen und imaginären Teil zu spalten; da 

ist, so folgt aus (1): 

(2) Z(a; + yi) = i-Z(a;« + y«) + arctg|-.» 

als gewünschte Gleichung. 

Andererseits ergiebt sich aus (1) die Vieldeutigkeit von Iz. 
Beschreibt man nämlich von z aus in positiver Richtung irgend 
einen einfachen, geschlossenen Weg, so ist aus w geworden: 

ic; == ?p + oi + 23ri == m; + 2^*; 
d. h.: 

Ein positiver Umlauf um den NuHpunJct verwandelt Iz in 
Iz + 2ari. 

Hätten wir k Umläufe im pos. Sinne gemacht, so wäre 
Iz in. Iz •■{• 2Jcjti übergegangen, während bei ebenso vielen 
Umläufen in umgekehrter Richtung Iz in Iz — 2kxi über- 
gegangen wäre. 

Bemerkung. Man beachte, dafs in dieser Nummer das 
Additionstheorem des Logarithmus l(a *h) = Za + Zft still- 
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schweigend auch för komplexe Zahlen als gültig angenommen 
ist. Die Berechtigang hierzn wird später erwiesen werden. 

§ 3. Integrale komplexer Funktionen. 

682« Definition des Integrales. Was ist unter dem Integrale: 


e 

Jm dz 


zu verstehen? Dies geht unmittelbar aus dem hervor, was 
wir in Nr. 615 über die Integrale von mehrgUedrigen Diffe- 
rentialen gesagt haben. Zunächst muTs 
Flg. 46. ^^^ g.^j^ ^^ einen bestimmten Weg 

einigen, der die Punkte Cq und c ver- 
bindet und längs dessen die Inte- 
® gration zu erstrecken ist. Die formale 

Rechnung ergiebt femer zunächst für 
das Differential: 

f{z) e?;8f = (w + vi) (dx + dy • i) 

= (udx — V dy) + (v rfa; + w dy) • i. 

Wir definieren daher: 

Definition: Unter dem Integrale 


verstehen wir: 


Jf{z) dz 

9B 


1 f{z) dz == j (udx — vdy) -{- i j (vdx -{- udy). 

SB SB % 

Diese Definition bleibt auch für den Fall bestehen, dafs 
der Weg 3B ein geschlossener ist. 

088. Folgerang. Diese Definition des Integrales läfst sich 
formeU ganz in Übereinstimmung bringen mit derjenigen, 
welche wir in Nr. 406 vom Integral einer reellen Punktion 
gegeben haben. 

Zerlegen wir den Weg SB, durch welchen die Punkte e^ 
und z verbunden sind (Fig. 47), in n Teile durch die Punkte 
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^l; ^2; 


ßn—i und ziehen die Sehnen js^a^, z^0^, 


10, 


Fig. 47. 


%^ 


2B 


die zusammen einen Weg 85}^ definieren, der Ton £!q nach % 
führt. Für n = oo fäUt SB« mit 

SS zusammen und es wird daher 

# 

nach Nr. 615 das Integral über SB 
der Grenzwert der Summe 

Dies ist aber die Definition der 
Nr. 406. 

Um hiervon eine Anwendung zu geben beweisen wir den 

Satz: Längs des Weges SB sei f{z) stetig wid \f{z)\ < M. 
Die Länge cks Weges SB sei s, alsdann ist: 




f(i!) dg 


<Ms. 


In der That, nach Nr. 358 ist der absolute Betn^ der 
Summe nicht grofser als die Summe der absoluten Beti^e-, 
daher wird unsere obige Summe 

\8f{z)Lz\ ^ 8\f{z)\ ' I A^l ^ M . 8\Lz\. 

An der Grenze geht aber die linke Seite in das Integral, und 

S\Lz\ =ir= 1^1 — ^oH h k — ^«-1 

in die Länge s des Weges SB über, also wird 


wie behauptet war. 


1/' 


f{z) dz 


£Ms, 


634. Beohnungsregeln für Integrale. Aus der Definition 
des Integrales einer komplexen Funktion ergeben sich sofort 
nach Nr. 615 die Rechnungsregeln, die 
mit denen für reelle Funktionen über- Fig. 48. 

einstimmen. Aus den Sätzen der Nr. 410 r^c^ 

folgt sofort: 

b c c 

8ate Zjf(g)dg-\-Jf{g)dz=ff(0)de, *' 



wolm immer die einmal gewählten Wege festmhoMen sind. 


334 Achtes Kapitel. 

b a 

Satz IL Jf{z) dz =Jf{z) dz. 

a b 

Ferner ergiebt sich leicht der 
Sate in. F{z) =Jf(e) dg 

c 

ist eine komplexe Funktion der oberen Grenze z, deren Ableitung 
den Integromden ergibt: 

In der That, setzen wir c = a + bi, so wird: 

(udz — vdy) + iUvdx + udy). 

ab ab 

Nach Nr. 611 wird aber: 

du . dV , , . ^/ X 

du , dV . . • • /»/ \ 

Daher wird 

dx dy ^ dx dy 

Also ist F{z)= U -{- Vi eine komplexe Funktion. Ihre Ab- 
leitung ist aber 

wie behauptet. 

635. Fondamentalsatz« Es sei f{z) in G eindeutig und 
stetig, alsdann ist 

ff(z) dz = 0. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem analogen in Nr. 617. 
In der That, nach der Definition ist 

/ fOÖ dz = f (udx — V dy) -j- i 1 (vdx -{- u dy). 
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Nach den Differentialgleichungen für u und v sind aber 
udx — vdy und vdiv -{- udy vollständige Differentiale, daher 
wird auf der rechten Seite sowohl der reelle als der imaginäre 
Teil null, also auch 

ff(0) dz = 0. 

Aus diesem Satze folgt analog wie in Nr. 617 die Unabhängigkeit 
des Integrales vom Wege, d. h. es ist 

6 b 

ff{g)d0=ff{e)dz, 

sobald SC3 und 38' ein Gebiet einschliefsen, innerhalb dessen 
f{jg) eindeutig und stetig ist. 

686. Der Feriodicitätsmodul des Logarithmus. Der soeben 
bewiesene Satz erfordert, dafs f(ßi) in C eindeutig und stetig 

ist. Wir werden zeigen, dafs (f{z)dz keineswegs null zu 

sein braucht, wenn auch nur eine dieser beiden Bedingungen 
nicht erfüllt ist. 

Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktion 

1 
die für reelles z mit dem Logarithmus identisch ist. Hieraus 
folgt, dafs dies auch für komplexe z der Fall ist. (Vgl. Nr. 645 
zu Anfang.) 

Dieses Integral würde eine eindeutige Funktion von z 

sein, wenn der Integrand — überall eindeutig und stetig wäre; 

z 

denn in diesem Falle würden nach der vorigen Nummer zwei 
verschiedene Wege zwischen 1 und z immer dasselbe Inte- 
grationsresultat geben.- 

Nun ist — zwar immer eindeutig, aber unstetig für ^ = 0, 

z 

Bilden wir also das Integral über einen Umlauf U 
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80 wissen wir nur dann, dals dieses null ist^ wenn tt den 
Nnllpunkt nicht enthalt 

Dagegen ist es Üiatsachlich von null verschieden, wenn 
U den Nnllpunkt einschlieJst. 

Um dies zu erkennen, beachten 
wir zunächst, dals in diesem Falle, 
wie aus Nr. 635 folgt, unser ge- 
schlossener Weg U durch einen Ereis 
5t um den Nullpunkt ersetzt werden 
kann (vergL Fig. 49). Es sei q der 
Radius dieses Kreises. 
Setzen wir 

so durchlaufen wir alle Punkte des Kreises in positivem 
Sinne, wenn wir q konstant lassen, während (o von Ö bis 
2n variiert. Es wird also: 



Nun wird aber 
und daher folgt 


/dz ^f dige'"^ 

9n 


I — = i I rf© = 2«! . 



Unser Integral hat also den Wert 2in, 

Hieraus ergiebt sich, analog wie in Nr. 631, dals le um 

ganzzahlige Vielfache von 2m vieldeutig ist. Ist also w ein 

Wert von Iß an irgend einer Stelle z, so sind auch alle Werte 

der Form 

w + 2k7ti 

und nur diese Werte von Iz an der betrefiPenden Stelle. Dabei 
bedeutet Ä eine ganze Zahl (vergL Nr. 631). 

Man drückt dies aus, indem man sagt: 

Die Fmüction Iz ist vieldeutig um beliebige ganzzahlige 
Multipla von 2yti, die num additiv hinzufügen Jcann, 

Hat eine Funktion f{z) die Eigenschaft, daüs sie aulser 
dem Werte w auch alle Werte der Form w + JcÄ annehmen 
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kann^ wo h irgend eine reelle ganze Zahl^ A eine komplexe 
Eonstante bedeutet, so nennt man A einen Periodicitätsmodul 
der Funktion f^z). Wir werden demnach sagen: 

Der Logarithmus hesiM dm Periodicitätsmodul 2m. 

637. Der Feriodicitätamodul des Arcus sinus. Wir be- 
trachten nun das Integral 





dz 


das (nach Nr. 412) für reelle und, wie wir sehen werden, auch 
für komplexe z mit dem Arcus sinus identisch ist. Um seine 
Vieldeutigkeit zu untersuchen, bilden wir 

dz 


I 


yr=r? 


und nehmen als Integrationsweg einen Umlauf, der die Ver- 
zweigungspunkte ;ef = — 1 und jgf = + 1 des Integranden um- 
schliefst und der in negativem Sinn durchlaufen wird (vergl. 
Figur 50). 

Fig. 50. 



Um den Wert des Integrales zu ermitteln, wollen wir 
den Weg U ersetzen durch den in der Figur angedeuteten. 
Wir legen um die Punkte + 1 und — 1 Kreise mit den 
Radien d und ziehen auf beiden Seiten der reellen Axe Parallelen 
zu derselben im Abstand e. 

Von diesen Kurven nehmen wir nun diejenigen Stücke, 
welche zusammen einen Umlauf um die Punkte + 1 und 
— 1 ergeben. Dieser sei mit U' bezeichnet. 

Serret, Diff.- u. Integral-Beclinung. II. 2. Aufl. 22 
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Dann ist also 

'f{e)dz 


Jm dz ^ff 


und es kommt darauf an 

'f{z)dz 


I' 


auszuwerten. 

Das geschieht, indem wir das Integral in vier Teile zer 
legen, wie die Figur zeigt 

Dadurch bekommen wir 


n' 1 2 8 4 


Dabei bedeuten 1 und 3 die W^e längs der Ei*eise, 2 und 4 
(in der Figur punktiert) die längs der Parallelen, wie sie in 
der Figur gezeichnet sind 

Der Wert des Integrales / ist unabhängig Ton d und s\ 

wir bestimmen ihn daher, indem wir S und £, und zwar erst 
£, dann S null werden lassen. 

Alsdann verschwinden die Integrale 1 und 3. Wir können 
dies z. B. am Integral 1 zeigen, indem wir Polarkoordinaten 
einfOhren mit dem Punkt jgr = 1 als Pol und der positiven 
Richtung der x-Axß als Anfangsrichtung. 

Wir bekommen dann 

und es wird dann, wenn wir £ = werden lassen, 


piz) dz = /* 


— n 


Dieses Integral verschwindet aber wegen des in ihm ent- 

haltenen Faktors d fiir d == 0, wie behauptet war. 

Ganz analog ,lafst sich dies für das Integral 3 zeigen. 


Funktioiien einer komplexen Yeränderliclien. 339 

Es fragt sich nun^ was aus den Integralen über 2 und 4 
wird. Lassen wir £ =» werden ^ so wird das Integral 2: 

+i-cr 

Das Integral über 4 geht umgekehrt von — 1 -l" ^ his 
1 — d. Im Integral über 4 ist aber das entgegengesetzte Vor- 
zeichen von yi — iSf* zu nehmen als im Integral über 2. Denn 
im Punkte — 1 -j- *; der gleichzeitig Endpunkt von 2 und 
Anfangspunkt von 4 ist, ist beidesmal verschiedenes Vorzeichen 
zu nehmen, weil dazwischen der Umlauf 3 liegt, der den Ver- 
zweigungspunkt — 1 einschliefet. 

Aufbekommen wir: 

i-<r 
dz 


I-l 


1/1 - i5« ' 
l-fcT 

und 

s 4 — i4-<r 

und für = kommt der Wert 

1 


'/ 


4 - ^^ 


Daher wird auch 




Das letzte Integral ist reell und hat den Wert -^7 (nach Nr. 412), 
also haben wir: 

Der Periodidtätsmodul des Arcus sinus ist aiso 2;r; d. h. die 
Funktum ist vieldeutig vm beliebige ganismMige MultijoHa von 2 a. 

688. Die Feriodioitätsmoduln des eUiptiBOhen Normal- 
integrales erster Gattung. Das elliptische Normalintegral 
erster Gattung war (Nr. 446) 

22* 
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M 

l 


dz 


V(l — z^ (1 - Ic^z^) 

Für A; = fallt es mit dem Areas Sinus zusammen, der den 
reellen P. -Modul 27C hat, für Ä =» 1 mit dem Integral 




1 — |[« 2 1— «' 


das den imaginären P.-Modui 2ni hat. Wir werden sehen, dafs 
unser Integral für allg^ieines h sowohl einen reellen als einen 
imaginären P.- Modul hat. 

Wir haben hier den 4 Nullstellen des Radikanden ent- 
sprechend 4 Verzweigungspunkte, nämlich 

-1, +1, -|, +T- 
Diese liegen, wenn h entsprechend Nr. 446 reell, positiv und 
kleiner als l angenommen wird, auf der reellen Axe, so wie 
nebenstehende Figur zeigt. 

Fig. 51. 


^1 



Wir haben eine ganze Reihe von Umläufen um 2 Ver- 
zweigungspunkte, die uns analog wie der eine beim Arcus 
Sinus zur Definition von P- Moduln dienen können. 

Ein erster Periodicitätsmodul soll uns definiert werden 
durch das Integral über einen Umlauf 31 um die Punkte — 1 
und +1, ein zweiter durch das Integral über einen Umlauf 

iö um + 1 und -f- "t ' ^^^ haben dann: 

/dg 


kh*) 


dz 


1/(1 — xf*) (1 — k^z*) 
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Beide Umlanfe sollen ineder^ wie in der Figur angedeutet, im 
negativen Sinne ausgefiihrt werden. 

Da der Umlauf 21 die Punkte -— 1 und + 1 umschliefst, 
erhalten wir wie beim Arcus Sinus 


n. ^ 9 t \ f" 

J V(i - O (1 - **«•) 


Das erste Integral vereinfacht sich, da der Int^pwMl im Inter- 
TaUe — 1 bis dieselben Werte annimmt wie im Interralle 
bis 1, auf: 

J V(i - «») (1 - *»«•) 



Das Integral rechter Hand ist reell und nach den Methoden 
der Nr. 447 fttr jedes h leicht zu berechnen. 

Bezeichnen wir seinen Wert mit Ky so wird 

a 


Nach Legendr e nennt man K das vollständige Integral erster 
Gattung. 

Das zweite Integral läfst sich schreiben: 

i=2ir\ ^' 

1 
wobei die Wurzel im Integrationsintervall immer reell bleibt. 
Es hat daher eiligen rein imaginären Wert. Wir fähren das 
Integral auf das vorige zurück durch die Substitution: 

Ä'2= 1 -^Ä«, ^ = i. yi—Jc'^xK 
Man erhält dann durch einfache Ausrechnung: 

h 1 

dx 




) (1 — *•«•) 
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Dieses Integral geht ans K hervor, wenn wir h dnrch V er- 
setzen. Setzen wir daher:. 


J y(i-xr«)(l-Är«0 


so wird 

& = 2JBr'f, 
nnd wir erkennen: 

Die beiden von wns definierten Periodicitätsmoduln haben 
die Werte AK und 2iJC'; dabei sind K wnd K reeU. 

Das.eUiptische NormaHntegral erster Gattung ist daher 
vieldeutig um beliebige ganzzahlige Yielfache von 4£'und 2K'i. 

Ist t<; ein Wert des Integrales, der einer bestimmten Stelle 
z entspricht, so geht dieser, wenn man nach m-maligem um- 

kreisen von - 1 und + 1 und «-maUgem von 1 und 1 

nach der Anfangsstelle zurückkehrt, über in: 

w = w -j- 4mK -j- 2nK'i. 

§ 4« Entwlckelung der komplexen Funktionen in 

Potenzreihen, 

Die im vorigen Paragraphen entwickelten Eigenschaften 
der Integrale komplexer Funktionen geben uns die Mittel an 
die Hand, um die in Nr. 622 bereits erwähnte Identität der 
komplexen Funktionen mit den anscheinend viel spezielleren 
analytischen Funktionen zu erweisen. 

Dazu dient uns: 

639. Der Cauohysohe Shindamentalsatz. Im Inneren U 
des Unikmfes VL erfülle f{ss) die 

Forderung 51. f{z) sei eindeutig und stetig bis zur 2^ Ab- 
leitung. Alsdann gilt fü/r jeden Pwnkt z innerhalb U die Gleichimg: 


2niJ 


bei welcher die Integration im positiven Sinne zu erstrecken, ist. 

Zum Beweise denken wir uns eine bestimmte Stelle z im 

Inneren von U herausgegriffen und betrachten die Funktion von g: 


(1) F{i)^t^ 


z 
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Diese ist stetig jedenfalls für alle ^ des Gebietes VL, wenn 
man die Stelle t = ^ ausschliefst. Sie bedeutet den Differenzen- 
qnotienten der Funktion f(z) für die beiden Punkte 5 und z, 
Lä&t man nun ^ in jsr hineinrücken ^ so geht dieser in den 
Differentialquotienten von f(0) an der Stelle je?, also in f(e) 
über. Andererseits wird dabei aus F{Q i^(j8f), also wird an 
der Stelle 5 = 0: 

Also ist -F(g) im ganzen Gebiete U stetig. Das Gleiche gilt 
aber auch noch von jF'(Ö- Denn für g=!jef folgt aus der 
letzten Gleichung: 

und dieses ändert sich stetig mit £f, da die Forderung ^ er- 
füllt sein soll. Für 5 = ^ ergiebt aber die Differentiation der 
Gleichung (1) für F'(Q ebenfalls eine stetige Funktion von g. 
Unsere Funktion jF(5) erfüllt daher für alle g des Ge- 
bietes U die Forderung Ä und mithin gilt für sie der Funda- 
mentalsatz der Nr. 635: 

TF{t)dt = 0', 
d. h. nach Gleichung (1) 

fm. « _ ,(.)/^ = 0. 

n n 

Nach Nr. 636 ist aber das zweite Integral gleich 2ari^ und 
wir erhalten daher: 


i 


m 


j^ (ig - 2m . f(g) = 

n 
oder 

wie behauptet war. ^ 

640. Anwendung auf die Berechnung von bestimmten 
Integralen. Ehe wir die theoretische Bedeutung des vorigen 
Satzes ausnutzen^ wollen wir an einem Beispiele zeigen, dafs 
er auch zur Auswertung reeller bestimmter Integrale .benutzt 
werden kann. 
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1. Es werde 


1—0 


gesetzt; diese Funktion erfüllt die Forderung St f&r alle Werte 
Ton gy deren Betrag kleiner als 1 ist« Aus der Gleichung (2) 
der Yorigen Nummer folgt also^ wenn man ier «s und för U 
einen Kreis mit dem Radius 1! < 1 um den Nullpunkt nimmt: 


2n 


/ da /* (! — J? co8<o) 4- *-S aino) , 

oder^ wenn man die reellen und imaginären Teile trennt: 

in 


M. 


L — JR cos » ^ o 




3« 

SUKD 


/r- 


2J2 cos» + -R 


Es ist zu bemerken^ dals diese letzte Gleichung evident 
ist; denn die Elemente des Integrales^ welche zu einem Werte g> 
und dem dazu komplementären 2^ — o gehören ^ sind gleich, 
und von entgegengesetztem Zeichen. Die erste Gleichung gilt 
nicht mehr, wenn U > 1 ist; in diesem Falle ist der Wert des 
Integrales gleich 0. Denn es wird: 

1 

. Tj 1 — -^ COS CO 

1 — it cos 00 I JR -| 

1 — 2i2co8a»4. JB« * \ 2 [ T"^ 

l___cosa,+ ^ 

Multipliziert man diese Identität mit do und integriert 
alsdann von bis 2fCf so wird das Integral des ersten 
Quotienten gleich 2^, wenn ü< 1 ist; folglich ist das zweite 
gleich null, und man erhält 



2 ^ dfo^O. 

1_ c0Sä)+ ^ 


r 
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Für den Fall JS — 1 wird das Integral: 

in 2n 


/ 


1 — COS© j idm 

l — 2 cos (D J 2 


2. Es sei f (/) = €*] diese Funktion erfüllt die Forderung Ä; 
setzt man also g =^0 und nimmt als Integrationsbahn einen 
Kreis um e=^0 mit dem Radius m, so ergiebt die Gf^leichung (2) 
der vorigen Nummer: 

in 

gm coi» -f.m 111»« ^ß, «_. 2jt, 



8 


also 


in 


3 

ß 



/ ß»»co8co gjji ^^ sino) (iö = 0. 



Das Element des ersten Integrales bekommt denselben 
Wert, wenn man die in Bezug auf 27t komplementären Werte 
von CO einsetzt; daraus folgt, daüs 

/ e^'ot« ßQg ^^ gin (o) dco = 7t 



ist, eine Formel, die Poisson auf anderm Wege im 19. Hefte 
des Journal de TEcole Polytechnique abgeleitet hat. 
3. Wir setzen noch 

f(0) = l(l + g)^ 1(1 + (,€*"); 

o variiere von — ar bis -f- ä, q sei kleiner als 1. Setzt man 

1 -f. ^ «= rc*>, 
so ist 

1 -f- ? <50s ö = r cos ^ , p sin CO = r sin ^ , ^ 

also: 

r = yi + 2QC08a> + Q% ^ = arc tang j-^;^^ . i 

Die Funktion f(£i) erfällt it solange als is kleiner als 1 
ist (Nr. 375). Es ist cos ^ immer positiv, und der Winkel ^, 

welcher zwischen — und 4- ~ variiert, ist durch seine ' 


I 
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Tangente yollkommen bestimmt. Nimmt man nun 1! < 1 an, 
80 giebt die Gleichung (5): 

/ (Ir + »» rfo» — , 

d. h.: 

/ Z(l + 21i cos (D + i?) dffl — 0, 
/ arctamr ^ , !^'" — dcD — 0. 


—ft 


641. Beihenentwiokeliiiig der komplexen FanküoiLen. 

Wir gehen jetzt in der theoretischen Entwickelang weiter und 
wollen als unmittelbare Folgerung aus dem Fundamentalsatz 
der Nr. 639 das Theorem ableiten: 

Theorem. f{z) erfülle die Forderung Ä für aUe 0, die 
der Ungleichheit [0 — ^o\^9 geniigen. Alsdann läfst sich f{z) 
nach dem Taylorschen Saize in eine Potenereihe entwickdn: 

die für alle Ptmkte innerhalb des um z^ mit dem Radius q be- 
schriebenen Kreises konvergiert. 

In der That nach Nr. 639 ist: 

st 

Dabei bedeutet ^ die Peripherie des im Theorem genannten 
Kreises, einen Punkt im Inneren dieses Kreises. 

Wir entwickeln den Integranden nach Potenzen von e — jSq. 
Zunächst ist: 


^—i f— ^0 l Z — Zg 


^0 


Nach Nr. 376 konvergiert die Entwickelung für (1 + 1)*" 
gleichm'äfsig in einem Kreise der t-Ebene, dessen Mittelpunkt 
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Z — gr 


t=sO, dessen Radius kleiner als 1 ist. Setzen wir — t"™? 
und m = — 1 , so erkennen wir, dals die Entwickelung von 


i'-m) 


gleichmälsig konvergiert in einem Kreise, dessen Mittelpunkt 
is = jSq, dessen Badins p = | S — Hq] ist. Multiplizieren wir daher 
(2) noch mit /(£;), so erhalten wir fOr den Integranden von 
(1) die Entwickelung 


fit) _ nt) 


f(i) 


fit) 


die gleichmälsig für alle g der Peripherie St konvergiert. Wir 
können also nach Nr. 426 gliedweise integrieren und erhalten: 

Die Reihe konvergiert ftir alle innerhalb ß. 
Dabei ist zur Abkürzung gesetzt: 


(4) 


' c _ j_ r -^^ dt 


Hiermit ist zunächst bewiesen: 

f(a) ist eine amlytische Funktion und innerhalb R nach 
Potenzen von z — z^ entwickelhar. 

Nach Nr. 372 sind aber die Koeffizienten einer Potenz- 
reihe durch den Taylorschen Satz gegeben. Es muis also 


sem: 


Ca = 


c, = 


^ = 


CM 
CM 

2! ^ 
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In der That ergiebt die erste der Oleichungen (4) nach 
Nr. 639 für c^ den Wert: 

Durdi Differentiation nach Zq folgt hieraus der Wert fOr c^: 
Allgemein wird: 

und diEJier: , . 

n\ 

Wir schalten wieder eine Anwendung des theoretischen 
Resultates auf die Auswertung reeller bestimmter Integrale ein. 

64a. Ahwiendung auf bedtinunte Integrale« Wenn zwei 
Funktionen einander gleich sind für aUe reellen Werte der 
Variabelen (oder auch nur für aUe Werte der Variabelen iimer- 
halb eines bestimmten Intervalles)^ und beide Funktionen sind 
in konvergente Beihen entwickelbar, geordnet nach ganzen 
wachsenden Potenzen dieser Variabelen, so sind die Koeffi- 
zienten gleicher Potenzen in beiden Entwickelungen einander 
gleich (Nr. 371). Bleiben also die beiden Reihen konvergent, 
wenn man die Yariabele komplex annimmt, und dieses ist 
sicher der Fall, solange der Betrag des komplexen Wertes 
kleiner ist als der gröfste Betrag, bei welchem die reelle Reihe 
konvergiert, so besteht die Gleichheit zwischen den beiden 
Funktionen notwendig fort. 

Auf Grund dieser Überlegung kann man die Werte von 
einigen neuen bestimmten Integralen ableiten. 

Kehren wir z. B. zur Gleichung (14) der Nr. 491 zurück. 
Man sieht leicht ein, dafs sich die beiden Seiten dieser Gleichung 
in konvergente Reihen, welche nach ganzen Potenzen von n 
fortschreiten, entwickeln lassen, und dafs diese Konvergenz 
nicht gestört wird, wenn man für n den Wert ni einführt. 
Also ist 


/^' 


L» 


e-»*f' COS 2ng(?g = i^ 




CO 
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Man kann das Integral auch mit der unteren G^renee null 
beginnen, wenn man die rechte Seite mit 2 dividiert, und er- 
halt so: 




«> 


e-»«*f*oos2njdg-=i^c "" 




Ein anderes Beispiel liefert die Gleichung (12) derselben 
Nummer, in welcher a eine positive Grölse bedeutet. Er* 

setzt man hier ]/a durch m(l-|-«), 6o folgt: 


00 


Beide Seiten dieser Gleichung lassen sich in konvergente 
Potenzreihen in Bezug auf a entwickeln, bei allen reellen 
Werten von a zwischen — 1 und +1. Es bleiben daher 
diese Reihen auch konvergent, wenn a einen komplexen Wert 
bezeichnet, dessen Modul kleiner als 1 ist. Setzt man nun 
a ^= Qt^ wobei q reell und kleiner als 1 ist, so erhält man 

-|-Q0 

/g-(l+»<«-^)m*i*<Jf ^ y^ = l — if y- 
^ ^ ^ '^S »»(1 + »?) m(l + ?•)/*•: 


• oo 


Setzt man die reellen und imaginären Bestandteile einzeln 
einander gleich, so folgt: 

-f-oo 
•oo 


— oo 


■oo 


oder, wenn man (1 — p^)w^ = f*, 2Qm^ = v einführt: 


•00 
-f-oo 


/^.c- sin ivt^ dt ^ Vf ys^e : 


00 


Diese Gleichungen setzen voraus, dals ^ > ist. 
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648. Oauohys oalonl des limites. Aus den Formeln in 
Nr. 641 lassen sich sehr bemerkenswerte obere GFrenzen f&r den 
absoluten Betrag einer Funktion und ihrer Ableitungen herleiten, 
die Gauchy seinem ^^calcul des limites^^ zu Grunde gelegt hat. 
Sie werden auch für uns sehr wesentlich werden^ nämlich bei 
dem Existenztheorem der Differentialgleichimgen (Band IQ). 

f{ts) erf&lle in CT die Forderung Ä. Der grofste Wert 
Yon \f{d)\ auf U übersteige nicht M^ der kleinste Wert yon 
1 — 0^1 auf U sei B (yergl. Fig. 52). Die Länge des Umlaufes U 
sei s. Nach Nr. 639 ist: 

Flg. 52. 


Z 




Nun ist aber 


fiS) 


z 




Ms 
und daher (Nr. 633) das Integral absolut kleiner -^ und 

mithin: 

Ist im Besonderen U ein Kreis Jt mit dem Radius R^ so 
wird s=.2xB und daher: 

(2) \m\^^, 

d. h.: 

Säte L f{z) nimmt im Inneren eines Kreises nur Werte an, 
deren absciuter Betrag die Werte von \f{is)\ auf der Peripherie 
nickt übersteigt. 

Dies Resultat ist bemerkenswert. 

Aus der Gleichung 
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folgt ganz auf dieselbe Weise wie oben: 

also för U = Ä: 

(3) l/^WI^^ 

eine Gleichung^ die für n = in (2) übergeht. Im Besonderen 
wird tOi 0^=0Q 

(4) lf<">Wlo^^- 

Dabei bedeutet der Index auf der linken Seite, dafs nach 
der Differentiation £? = ^er^ gesetzt werden soll. 
Bilden wir andererseits die Funktion: 

JSI 


g>{0) = 


l ^— /o 


J8 
so wird: 

(pW (j8) = — 


^ • (' - '-^y*' 


und daher 

Wir können daher (4) so schreiben: 

(5) l/'<-K*)lo^9'«Wo, n = 0,l,2,... 

das heübt aber: 

Sat0 IL Innerhalb eines um z^ mit dem Badius B he- 
schriebenen Kreises erfülle f(js) die Forderung Ä. Der gröfste 
Wert von f(js) cmf der Peripherie des Kreises sei M, Setzt 
mcm nu/n: 

9W = — TTTT-; 


E 

SO ist im Punkte z^^Zq der absolute Wert irgend einer Ableitung 
von f(z) nicht gröfser als der der entsprechenden Ableitung von tp (z). 
Dieser Satz ist von fundamentaler Bedeutung in der Theorie 
der Differentialgleichungen. 

644. Die inverse Funktion. Es sei w eine komplexe 

Funktion von z: 

w=f(z). 
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Für z = Zq werde w ^^ w^. Einem bestimmten Gebiet Cr 
der jEr*Ebene um Zq entspricht dann ein Gebiet F der t(;-Ebene 

nm Wq, so dafs auch umgekehrt 
zu jedem Wert w des Gebietes F 
ein z in G gehört. Zu einem 
Wert w des Gebietes F können 
übrigens eventuell auch mehrere 
Werte z innerhalb O gehören. 
Es fragt sich^ ob umgekehrt z als komplexe Funktion von w: 

z=^fp(w) 

betrachtet werden kann. Ist dies der Fall, so 'nennen wir 9 
die zu f mverse Ftmktion, 

Eine Antwort auf unsere Frage giebt der: 

Satz L Um z = Zq grenze man ein Gebiet G ab, inner- 
halb dessen w = f(z) der Forderung St genügt und f\z) nicht 
null ist Alsdann entspricht dem Gdnete G der z-Ebene ein 
Gebiet F der w-Ebene, das den Funkt Wq enthalt, so, dafs jedem 
Werte z in G ein und nu/r ein Wert w in F u/nd umgekehrt 
jedem Werte w in F ein und nwr ein Wert z in G entspricht 

Innerhalb F ist z eine komplexe Funktion von w: 

is = <p(w), 

die der Forderung R genügt. 

Zum Beweise betrachten wir den DiffiBrentialquotienten: 

"37 = ^ W- 
Alsdann ist umgekehrt: 

(2) ^' ' 


dw f'(z) 

Giebt es also eine komplexe Funktion z von w, so kann diese 
definiert werden als die Lösung der Differentialgleichung (2). 
Hier haben wir überdies noch diejenige Lösung herauszugreifen, 
die für w = w^^ den Wert Wq annimmt. 

Unter den gemachten Voraussetzungen genügt aber inner- 
halb G die rechte Seite der Differentialgleichung der Forderung Ä. 
Aus dem Existenztheorem über Differentialgleichungen, das wir 
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im 3. Bande beweisen, folgt daher, dafs innerhalb F eine und 
nur eiüe Lösung z === g>(w) von (2) existiert, die für w = Wq 
den Wert 0q annimmt und in F die Forderung J erfüllt. 
Diese definiert die zu f inverse Funktion tp. 

Da nun / in (? die Forderung Ä erfüllt, so gehört zu 
jedem Werte in G ein und nur ein Wert w; in F und da in F 
<p die Forderung Ä erfüUt, so gehört auch zu jedem w in F 
^in und nur ein s; in G, 

Hiermit ist Satz I bewiesen. 

Da sowohl f als 9 die Forderung ß erfüllen, lassen sie 
nach Nr. 641 sich nach Potenzen von — 0^ bezw. w — Wq 
»entwickeln. Zu jeder Potenzreihenentwickelung 

<3) w — Wo = f{0) — w^---c^(0 — 0o) + c^(^ — iSQy'\ 

gehört daher, so lange f'(0) nicht null ist, umgekehrt eine 
Reihenentwickelung von a — 0q nach Potenzen von w — WqI 

<4) — 0o = <p(w)—0Q = ei(w — Wo) + e^('i^ — 'M;oy'] • 

Man beachte, dafs die Voraussetzung f\0)=^O in G im Be- 
sonderen /"(^o)4=^> ^' ^' ^4=^ °^^^ ^^^^ zieht. 

Besteht umgekehrt die Reihenentwickelung (3) und ist 
•c^ =)= 0, so ist f'(0Q)=^O und daher auch in einem hin- 
reichend kleinen Gebiete um 0q auch f{is)^0, (Nr. 370.) 
Mithin kann ich um 0^ ein Gebiet G abgrenzen, welches den 
Yoraussetzungen des Satzes I entspricht. 

!Kur eine andere Ausdrucksweise des Satzes I ist daher der: 

Sat0 IL Gegeben sei die in einem gewissen Kreise wm 0^ 
konvergente BeihenentuncJceltmg 

(3) w — Wo = c^(0 — 0Q) + c^(0 — 0Qy-] , 

und ds sei Cj^=^0. Alsdann gilt umgekehrt die Entwickelung : 

(4) — 0^ = ei{w — WQ) + e^iw — WoY H , 

wo 

^. = ^ + 0. 

Um den Konvergenzbereich dieser Beihe 0u finden, steche man 
die Stellen, in wichen die durch (3j definierte Funktion w = f{0) 
der Forderung Ä nicht genügt und die, für welche f\0) == ist 
und berechne die 0U aUen diesen gdiörenden Werte w. Ist q 

Serret, Diff.- u. Iixtegral-Bechnung. II. 2. Aufl. 23 
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äefr Mnseste der Abstände dieser Timkte w vom Punkte w^, so 
hat der Konvergenehreis der EnUcidcekmg (4) den Badkis q. 

645. Die Funktionell 2fr, arotgj?, arosinjer. Um denBegrifiT 
der inversen Funktion anzuwenden, wollen wir zunächst zeigen^ 
dalB e* und I0 auch fOr komplexe e inverse Funktionen sind^ 

Setzen wir 

SO wird fftr £? = 0, «1; = 1 und es besteht auch ftlr komplexe jer 

die Differentialgleichung: 

dw 

j— = «17, 

dg ^ 

wie man aus der Reihenentwickelung der Nr. 373 leicht nach- 
weist. Die inverse Funktion ist also diejenige Losung der 
Gleichung 

(1) ' ^_1 

V / dw w ' 

welche fOr «; = 1 den Wert anmmmt» 

Für reeUe w ist die Losung der Logarithmus Iw. Für 
ihn wurde in Nr. 120 die Beihe gefunden: 

Iw =r ^^-~ "T ^ H , wobei \w — 1 1 < 1 . 

Diese Reihe genügt also für reelle w^ also auch für komplexe w 
der Differentialgleichung (1). Sie definiert nach Nr. 375 auch 
für komplexe w den Logarithmus, also ist der in Nr. 375 
definierte Iw die inverse Funktion zu w; = c*. Andererseits 
folgt aus (1) für ihn die IntegraldarsteUung: 

w 

7 rdfo 

1 
Hiermit ist auch die Identität des in Nr. 636 behandelten Inte- 
grales mit dem Logarithmus nachgewiesen. 

In Nr. 373 wurde femer gezeigt, dafs das Additions- 
theorem 

e^ ' e^ = e^"^^ 

auch für komplexe a und h gilt. Also besteht auch für die 
inverse Funktion, den Logarithmus, die Gleichung: 

J (a . 6) = ?a + Z6 
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bei komplexen a und b. Diese Thatsache wnrde bereits in 
Nr. 631 benutzt. 

Die inyersen Funktionen zu 

K; = sinjs; und u;=sitgjer 

sind analog zu definieren. 

= arc sin w; 

ist dasjenige Integral der Differentialgleichung 

dz 1 


welches för tt; = bei positivem Zeichen der Wurzel den 
Wert j9 = anninmit. Es ist also 

«0 

/dw 



. I 

Dies Integral wurde in Nr. 637 behandelt. 
Entsprechend ist z = arctgtc; 

diejenige Losung der Differentialgleichung 

dz^ 1 

dw'^ t + w«^ 

welche ftlr m; = den Wert ß = annimmt. Es ist also 

10 

arc tflf w? = 
Auch die Additionstheoreme gelten wie bei reellen Yariabelen. 


10 


646. Zurüokfühmng der bekannten Transoendenten auf 

€'. Mit Hülfe der Eulerschen Gleichung (Nr. 373) 

(1) e'*^^ cos jEf + i sin 

fähren sich alle bekannten Transoendenten^ e'^ sin^er^ cosjgr^ 
tg^; cotgjer^ I0, arc sin £r^ arctgjs; auf e' und I0 als einzige 
wesentliche Transoendenten zurück. 

Schon in Nr. 373 wurde gefunden: 

(2) sini8r = jj , cosier = — -^ 

Wir finden daher weiter: 

(3) tffJEr = -r : r, Ctffj8? = T =*• r-^ 7- • 


23* 
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Aus der ersten Gleichung (2) folgt durch Auflösung nach 
c'% wenn to =^ sine gesetzt wird: 

e'* = yi — w^ -}- w - iy 
also 

(4) e = arc sinw = —l (yi — w^ -{- w - i). 

Endlich ergiebt die erste Gleichung (3) durch Auflösung 
nach e'*y wenn w=^tgz gesetzt wird: 



^%Mi 1+W» 


1— W»' 

also 


(5) 

z — arc tg m; — -^.l {:r-^ = 


647. Die elliptisohen Funktionen. Ist w der Wert des 
elliptischen Integrales erster Gattung, so ist nach Nr. 638 

dw 1 

dz ~ y(i — £f«)(i_A;«£f«) 

Betrachtet man umgekehrt & als Funktion von w^ so wird: 

wo die Wurzel für ^ = gleich -^ \ zu setzen ist. Die 
hierdurch definierte Funktion ist die inverse zum Integral 
erster Gattung und wird nach Gudermann genannt der 
Modularsinus von w und bezeichnet mit BUWy so dafs 

Z = BTLW 

nur eine andere Schreibweise der Gleichung 

dz 

w 


J y(i- 


z*)(l — k*z*) 



bedenkt. 

Neben snw betrachtet man noch die Funktionen 


Quw =^ yi — sn* w; , dnw = yi — k^ sn^w , 

wo für w ==0 

cnM; = + l, dnw; = + l 
zu setzen ist. 

Wir nehmen für den Augenblick die Variabein reell an. 

Es sei dann Z ein Wert von z zwischen — 1 und -f" 1 , und W 
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der entsprechende Wert von w, wenn man so integriert, dafs 
g in demselben Sinne sich von bis Z ändert, nnd daJGs dabei 

die beiden Wurzeln y 1 — z^ und ]/! — k^a^ positiv genommen 
werden. Dann ist 

(1) Z=snF; yi — Z^ = mW, yi — i^Z^ = dnTT. 

Die reelle Periode. Wir nehmen nun Z>0 an und inte- 
grieren das Differential so, dafs wir von bis 1 wachsen, alsdann 
von 1 bis abnehmen und schliefslich aufs neue von bis — Z 
abnehmen lassen. Im ersten Intervalle wird das Integral gleich 

Kf im zweiten wird die Wurzel yi — z^, nachdem sie null 
geworden ist, negativ und das Integral hat ebenfalls den 

Wert K. Im letzten Intervalle endlich bleibt yi — 0^ negativ 
und das entsprechende Integral 

z 


f 


dg 


yi — £f«yi —k^z* 


ist gleich W. Demnach wird, indem man noch beachtet, dafs 
yi — Ic^is^ positiv geblieben ist: 

r —Z=sn(2K+ W), 

(2) ' — yr=^=cn(22J:+Tr), 

Es ist leicht zu sehen, daJGs man dieselben Formeln erhält, 
indem man Z <C0 annimmt. Vergleicht man sie mit den 
Gleichungen (1) und schreibt man w an Stelle von TF, so ist: 

sn (2^" + w') = — sn M7 , 
cn {2K + M?) = — cn w; , 
dn(2Ä'+M;)= Anw, 

Also ändern die Funktionen sn w und cn w nur ihr Zeichen, 
wenn man der Variabelen den konstanten Wert 2K hinzu- 
fügt. Daraus folgt, dafs diese Funktionen sich nicht ändern 
werden, wenn man diese Addition noch einmal wiederholt. 

Es wird demnach: 

sn (4^" -f- w?) = sn w; , 

cn(4Ä'+ w) = cum;. 


(3) 


(4) 
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woraus hervorgeht, daCs diese beiden Funktionen die Periode 
4Jr besitzen; die letzte der Gleichungen (3) besagt, dals dn 
die Periode 2K hat. 

Die imaginäre Periode. Der Wert Z sei immer noch 
positiv und kleiner als 1. Wir nehmen nun an, daüs man beim 

Übergang von zu Z die Yariabele g erst von bis -^ wachsen 

läist, und dafs man sie alsdann wiederum abnehmen Mst von -=- 
' k 

bis Z. Die Wurzeln yi — 0* und f/l — Jc^ss^ sind im Anfangs- 
punkte mit dem positiven Zeichen genommen. Von bis 1 ist 

das Integral des Differentiales 

dz 


1/1 — «• yt — k*z\ 

gleich K. Von 1 bis y ist dieses Differential imaginär und 

hat den Wert: 

. dz 

Yz* — lyi —k^z* 

Die Wurzel ]/! — k^e^ mufs dabei immer noch mit dem 
positiven Zeichen genonmien werden, aber das Zeichen von 
y^^ — 1 ist unbestimmt. Es steht uns frei, das Zeichen -|- 
zu nehmen, auf Grund der Zweideutigkeit des Zeichens von 

i = y — 1. Von 1 bis -^ wird also das Integral des vorstehen- 
den Differentiales gleich K'i (Nr. 638). Nimmt nun sf wiederum 
ßh von Y bis 1, so mufs die Wurzel ]/! — Ä*^, welche null 

geworden war, mit dem — Zeichen genommen werden, und 
das Integral in Bezug auf dieses Intervall hat noch den Wert 
K'i, Man mufs nun is von 1 bis Z abnehmen lassen, als- 
dann wird das Differential wieder reell, die Wurzel yi — Jc^a^ 
bleibt negativ, dagegen ergiebt sich keine Bestimmung für 
das Vorzeichen von )/ 1 — 0^, da diese Wurzel von einem imagi- 
nären zu einem reellen Werte übergeht. Ich setze also das 
zweideutige Zeichen + vor diese Wurzel, und also wird das 
Integral in diesem letzten Intervalle, wenn wir die Vorzeichen 

zur Evidenz bringen: 

z 

/ dz 
(± T/5r=^) (- yi ~ Ä«^«) ' 
1 
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Da Z<Cl ist^ so ist dss negativ, und das vorstehende 
Integral hat daher, wie man leicht erkennt, den Wert + (-ZT — W). 
Geht also g von bis Z auf dem angegebenen Wege, so er- 
hält man ein.« Integral, dessen Wert 

K+2iF±{K—W) 
ist, unä es wird also: 

(5), ±yi — Z*^m[K+ 2%^ ± {K— TT)], 

1 — yi — Ä«Z« = dn[Ä:+ 2iK + {K— TT)]. 

Das zweideutige Zeichen + kann sowohl durch +, als 
durch — ersetzt werden. Welches Zeichen man auch wählen 
mag, man gelangt, wie sich gleich zeigen wird, zu dem näm- 
lichen Resultate. 

Vergleicht man die Formeln (5) mit den Formeln (1) 
und ersetzt man dabei zuerst das Zeichen + durch — , so 
wird, wenn man w statt W schreibt: 

Isn (2iK' + M?) = sn m; , 
cn(2iZ'' + w) = — cnw, 
dn(2ijSr + w) = — dnw;. 

Ersetzt man w durch w; + 2Ä' in der zweiten und durch 
w + 2iK' in der dritten Gleichung, so wird auf Grund der 
zweiten Gleichung in (3): 

I cn(2Z'+ 2iK + w) = cn Wy 

Die erste der Gleichungen (6) zeigt, dals sntc; die Periode 
2iK' hat; die Gleichungen (7) besagen, dals cnt«; die Periode 
2K+ 2iK% dntc; die Periode AiK" hat. 

Ersetzt man in den Formeln (5) das Zeichen + durch +, 
so giebt der Vergleich mit den Gleichungen (1): 

sii{2K + 2iK' — w) = snw , 

(8) cn(2Z'+ 2iK' — w) = ghw, 

dn(2K + 2iK' — w)= — dnw. 

Nun erkennt man aber leicht, dafs, wenn is in derselben 
Weise von bis + Z und von bis — Z variiert, das Integral 
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des DifEerentiales , in beiden Fällen den- 

yT— ? yi — k* z* 

selben Wert^ nur mit entgegengesetztem Yorz^ichto^ erhält^ 

während die Werte von yi — z^ und yi — fe*P überein- 
stimmen. Daraus folgt^ dals sn w eine unpaare tHmk^ion yon 
w ist, d. h. eine Punktion, welche mit dem Vorzeichen von 
w auch nur ihr Vorzeichen ändert, dafs dagegen cn k und 
dn w paare Funktionen sind. Verwandeln wir nun w; in — w 
in den Gleichungen (8) und lassen alsdann die halbe Periode 
2K fort, indem wir auf den rechten Seiten in den Gleichungen 
für sn w und cn w das Vorzeichen ändern, so gelangen wir 
zu den Gleichungen (6), welche also sowohl für positive 
wie für negative Werte von w gelten. Zu denselben Resul- 
taten wäre man auch ausgehend von der Annahme Z < 
gelangt. 

Man erkennt aus dieser Untersuchung, dafs die elliptischen 
Funktionen sn w, cn w, dn w die besondere Eigenschaft be- 
sitzen, doppeltperiodisch zu sein. Die erste Funktion hat 
die Perioden 4tK und 2iK\ die zweite die Perioden 4-2" und 
2K -\-2iK', endlich dia dritte die beiden Perioden 2Ä' und 
4tiK\ Um diese Eigenschaft festzustellen, haben wir nur die 
reellen Werte der ersten Funktion sn w betrachtet, doch 
können wir diese Untersuchungen nicht weiter verfolgen, ohne 
die Grenzen, welche wir uns gesteckt haben, zu überschreiten. 

648. Die Lagrangesohe Beihe. Gegeben sei die Reihen- 
entwickelung 

w = f{z) = M?o+ ^i(^ — ^o) + CgC^ — ^o)^ H ; 

wo Ci =^= 0. Nach Nr. 644 besteht dann umgekehrt die Ent- 
wickelung 

z = q){w)^ ZQ+e^{w — WQ) + e^{w — w^^-\ • 

Wir fragen nach dem Bildungsgesetz der Koeffizienten. 

Ohne der Allgemeinheit zu schaden, können wir Wq = 
annehmen, so dafs f{z) für z = z^ verschwindet. 

Mit Lagrange behandeln wir gleich das allgemeinere 
Problem: 

F{z) lasse sich in der Umgebung von z = z^ in eine 
Reihe nach Potenzen von z — Zq entwickeln. Wir wollen 
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F(z) nun nach Potenzen yon w=^f(z) entwickeln. Wir suchen 
also die Darstellung 

(1) Fi.) = n^o) + ^{^„^„ + ■-•■■ 

Da wir nun im Folgenden auch die Differentialquotienten 
nach sIq brauchen^ so werden wir statt der Zeichen der totalen 
Differentialquotienten uns der partiellen bedienen. 

Ziel ist nämlich^ die Koeffizienten der oben geforderten 
Entwickelung, welche Differenimlqitotienten nach w sind, zu 
ersetzen durch Differenticdqu^otienten nach z^. 

Wir gehen aus von der Formel 

(2) z^^o + wg{z), 

durch die wir die Funktion w einfahren, die in den folgenden 
Entwickelungen eine fundamentale Rolle spielt. Sie ist weiter 
nichts als der Differenzenquotient von z — Zq und der zu- 
gehörigen Zunahme der Funktion: w — Wq = w (für WQ = Oy 
An diese Formel (2) schliefsen wir gleich die beiden 

folgenden: 

dz / \ I dg dz 

cw i^ \ / i dz cw 
und 

dz ^ t dg dz 

oZq ' dz dzQ^ 

aus welchen folgt 

Nun bilden wir die successiven Differentialquotienten von F 
nach w. 

Zunächst ist 

^ ^ dw dz dw dz dzQ^^ ^ ' 

also 

dF dF . . 

Um die höheren Differentialquotienten zu erhalten, ziehen 
wir eine Relation heran, welche uns eine Rekursionsformel liefert. 
Diese Relation lautet: 

WO tl;(z) willkürlich ist. 
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Man beweist sie, indem man auf der linken Seite die 
Differentiation nach tp yermoge der Formel (3) durch eine 
solche nach 5^ ersetzt. 

Hieraus folgt aber dorch weitere Differentiation: 

<^) — e;^ — ^(*W^(')ä7j- 

In der That für n »» 1 ist die Gleichung richtig, denn f&r 
n »» 1 ist (6) mit (5) identisch. Nimmt man nun an, (6) sei 
für den Wert n bereits bewiesen, so folgt dorch erneute 
Differentiation: 


Es-.(*(')-ie-f.g(*»^(')^j 




Das ist aber die Gleichung (6) für den Wert (n + 1). 

Nun war aber 

dF _dF f >. dz 

dw ~ dz ^^^hz.' 

also ist nach (6), wenn wir darin substituieren: 

dF 


i,{z)=g{g) 


dz^ 


Setzt man hierin w ==^0, also g ^:^ e^^ so kommt 

(«) (ÜD. - 5^ (»-w ■^■«)- 

Demnach lautet die Reihenentwickelung: 

(9) F{z)^F{g,)+u,F\g,)g{z,)+^^^{F'{g^^{z^) + ... • 

Hier können wir noch die Hülfsfiinktion g{js) eliminieren. Es 
war nach Formel (2) 


« — «j « — «, 


« /'W - /'(o.) 
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Also wird für ^^ 0^ 

Setzt man dies in (9) ein^ so entstellt die gesuchte Formel 
(10) 2.(«)_F(..)+^^+J^J>,^ 

, iL" 7)1 F'{g,) 

Dabei bedeutet Dü^ die n-maUge Differentiation nach 0^. 

Die rechte Seite von (10) hei&t die Lagraorgesche Reihe. 
Aus ihr folgt im Besondieren fär FQs) =»» jer die Beiheneiiit- 
wickelung der inversen Funktion: 

(11) z=0^+:^^^^ +—n,^j,^^ +—n^-^—^ + . . . . 

Der Konyergenzbereich dieser Entwickelung wird in der in 
Nr. 644 angegebenen Weise durch die Wurzeln der Gleichung 
/'W *= ö bestimmt. Will man in dieser Gleichung lieber die 
Hülfsfdnktion g stehen haben, so beachte man, daüs nach (2): 

f(0) = LizJi 

g (ey 

«_« — 9(e) 

I 

als die gewünschte Gleichungsform. 

Bemerkung: Um auch die Funktion 

nach Potenzen von tv zu entwickeln, braucht man blofs in 
Gleichung (6) V'(^) durch F\0) zu ersetzen und dann «; ==* 0, 

^ = Jß^ftf ö — = 1 z^ setzen. Man erhält auf diese Weise: 
F'{0) = F'ie,) + ^ D^ [> («„) J"(f«)] : 


also: 


rw 

ist. Es 

folgt 

also: 

oder 



(12) 
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Dasselbe Resultat würde die direkte Differentiation von (9) 
nach 0Q liefern Wir sehen also: 

Die Beihe (10) darf gliedweise nadi 0q differentiiert werden. 

640. Anwendung auf trinomiBOhe Gleichungen. Wir 

stellen uns die Aufgabe, die Wurzel der trinomischen 
Gleichung 

als Funktion des Koeffizienten w zu berechnen, wenn m eine 
ganze positive Zahl ist. Die Gleichung (12) der vorigen 
Nummer wird hier, da g(jg) ^^ if^ ist: 

= lg J — oder z = ^ 

und die Gleichung (2) derselben Nummer giebt folglich: 


w = 


•a-f» -I» — 1 


Wir müssen demnach w beschränken auf die Werte, deren 
Betrag kleiner ist als 


P = 


m I - im — 1 


m- \Zq 


Alsdann wird der Wert von sf nach (11): 

. nm(nw-l)...(nm-n + 2) ^^^_^^^^^,^ 

Das allgemeine Glied dieser Beihe hat den Wert: 

und folglich ist: 

^n-f-i 1 («w + ^) (♦! w+ w — 1) • • • {yi,m + 1) „,^1 

1*^ w+ 1 (wm — w + 2) • • • (nm — w + m) ® 

Die Grenze dieses Verhältnisses für w = 00 ist gleich: 

z^-'^w 


(W— 1) 


und der absolute Betrag davon gleich: 

9 
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Man erkennt also^ nach den gewöhnlichen Regeln (Nr. 103)^ 
dals die erhaltene Beihe in der That nur konvergent ist fQr 
die Werte von w, deren Betrag kleiner als q ist. 

650. Anwendung anf die Eugelfiinktionen. Die La- 
grangesche Beihe lälst sich auch oftmals verwerten^ um die 
Beihenentwickelungen für explicite Funktionen zu erhalten. 
Wir wollen hier zwei Beispiele dafür geben. 

Es soll erstlich die Funktion: 

1 

yi — 2wz^ + «?• ' 

in welcher 0q reell und dem absoluten Betrag nach kleiner als 1 
ist, nach Potenzen von w entwickelt werden. 

Man betrachte zu diesem Zwecke die Gleichung zweiten 
Grades: 

(1) u = sfo + w—^—, 

deren Wurzeln bestimmt sind durch die Gleichung: 

(2) „ = i_±vTEI^^±Z . 


w 


Damit die Gleichung (1) eine Doppelwurzel bekommt^ muJfe 

1 — 2aQW + w;^ = 
sein^ also: 

w = 0Q + i yi — 0qK 

Da 0Q reell ist und zwischen — 1 und + 1 liegt^ so ist 
der Betrag der beiden Werte von w gleich 1. Folglich ist 
für alle Werte von w^ die absolut genommen kleiner als 1 sind^ 
diejenige unter den Wurzeln der Gleichung (1), welche für m; = 
den Wert jSq bekommt, in eine konvergente Beihe entwickelbar. 
Nehmen wir w reell und dem absoluten Betrage nach kleiner 
als 1, so lautet die Lagrangesche Beihe 


und differentiiert man diese Gleichung nach 0^, so folgt 
(Nr. 648, Bemerkung): 
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wobei: 


1 + X^tP + X^^ + {-XnUf -{- 


^-^^-('••-^)" 


Die X sind, wie man sieht, ganze rationale Funktionen Ton 
jSq, deren Ghnd gleich ihrem Index ist Sie heilsen Kugd- 
funkthnen oder Legendresche Polynome. 

65L Bine neue Anwendung. Es soll zweitens die Funktion 

nach Potenzen Ton tp entwickelt werden. Wendet man die 
Reihe Ton Lagrange auf die Gleichung 

(1) M^t + u>g(g) 

an, wobei e eine Funktion der komplexen Yariabelen ( und tc 
bezeichnet, und g(j8) eine beliebige Funktion 'der komplexen 
Yariabelen g, so folgt: 

und differentiiert man nach i, so kommt: 

Es sei nun 

(2) F\z) = s^ und g{z) = z—\, 

so ergiebt Gleichung (1): 

i — 10 dz^ __ 1 

und folglich wird die Gleichung (2): 

eine Gleichung, welche bei ganzem positiven m fOr jedes w 
gilt, dessen Betrag kleiner als 1 ist. 
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§ 5. Übertragung der bisherigen Resultate auf komplexe 
Funktionen TOn mehreren Yeränderliehen. 

652. Definition der Funktionen von mehreren komplexen 
Veränderlichen. Der Begriff der komplexen Funktion von 
mehreren Yariabelen ist ein sehr einfacher. Es seien etwa 
JSiy 0^y ' ' ' 0n diese Veränderlichen; alsdann heilSst: 

eine komplexe Funktion von ^t) ^29 ' ' ' ^ny wenn es eine 
komplexe Funktion jeder einzelnen Veränderlichen ist. 

Die Funktion wird in der Regel nicht für alle Wert- 
systeme ^1, ^2? ' • • ^« gegeben sein, sondern nur für einen be- 
stimmten Yariabilitatsbereich, z. B. für alle Zahlen 0^ die den 
Bedingungen: 

genügen, in denen QiyQ%f'"Qn positive reelle Eonstanten und 
^1^ ^2^ ' ' ' ^n irgend welche komplexe Konstanten bedeuten. 

Die Sätze, welche wir über Funktionen einer komplexen 
Yariabelen bisher abgeleitet haben, übertragen sich ohne 
Weiteres auf Funktionen von mehreren Veränderlichen. Au» 
der Fülle des Selbstverständlichen wollen wir nur einige wenige 
Thatsachen herausgreifen, die von besonderer Wichtigkeit sind. 

668. Ein Hülfssats. Wir wollen zuerst einen Hülfssatz. 
ableiten, der an sich seiner Natur nach kein Analogon bei 
den Funktionen einer Veränderlichen besitzt, der uns aber 
später zur Übertragung eines wichtigen Satzes von komplexen 
Funktionen einer Veränderlichen auf mehrere Veränderliche 
föhren soll. Er lautet: 

Satz 1, Es seien ^1 = ^1 + ^1«, ^2 =^^2 + ^2* ^^^ 
hmplexe VeränderUche tmd: 

^ = f(^i7 ^2) = V (^1; ^i; 4, »2) + V'K, yr, «;„ y^) i 

eine komplexe FtmJction von b^ und z^. Betet man mm 

is^ = z^ = z==x + yiy 
so wird f(js, e) eine komplexe Funktion von z. 

In der That, setzen wir: 

f{Bf0) = 9>{x,y] a:,y) + ^(a;,y; x,y)i = u + vi, 
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so wird: 


(1) 


du r dtp , gy i 

Vi=V% 


dv rd^ , d^ 


wobei als Argumente von fp und V' die Veränderlichen x^^y^* 
^%y tfi zu denken sind. Da aber q) und tj; nach Yorausetzung 
der reelle und imaginäre Teil einer komplexen Funktion sind, 
so bestehen die Gleichungen: 

d(p d^ d^ di^ 

dxi dyi' dyi dx^ 

und die beiden anderen, welche sich aus diesen durch Yer- 
tauschung von x^ mit x^ und y^ mit y^ ergeben. Setzen wir 
daher 0^ = 0^^ so wird x^ = äJj, yi = y^ und: 

d(p d(p d^ dtff 

dxi dx^ dyi dy^^ 

dtp d^ d^ dip 

^yi ^Vi ^^ dx^ 

für x^ = x^, y^ = ^2- Mithin wird auch: 

d(p 1 d(p d^ _, d'tff 

dxi ' ^ic, ^ ' ^ 

fär Xi = X2f ^1=^2- Bezeichnet man daher den gemein- 
samen Wert von x^ und X2 mit x, den gemeinsamen Wert 
vpn y^ und y^ mit y^ so folgt aus der letzten Gleichung und 
aus Gleichung (1) unmittelbar: 

du dv 

dx dy 

Ebenso ergiebt sich, dafs auch: 

du dv 

dy dx 

ist. 

Der Satz I läfst sich leicht verallgemeinem. Es gilt der: 

Sat0 IL Ist f{iSi, ^8, • • • ^n) eine komplexe FtmMion von 
^19 ^2) ' ' ' ^n wwd set0t man beliebig viele der z einander gleich^ 
so erhält man eine Jcomplexe Funktion der übrigbleibenden Ver- 
änderlichen. 
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In der That, fie^y ^2; * * * ^n) ist jedenfalls eine komplexe 
Funktion Yon z^ und g^, nach dem yorigen Satze entsteht 
daher wieder eine Tcomplexe Funktion, wenn man g^ «=» g^ 
setzt und allgemein wird aus f wieder eine komplexe Funktion, 
wenn man irgend zwei der g einander gleich setzt. Die Gleich- 
setzung von beliebig vielen Werten g lälst sich aber durch 
successive Gleichsetzung je zweier g erreichen; mithin ist unser 
Satz erwiesen. 

654. Die Grappeneigensohaft. Wir benutzen die so eben 
erwiesenen beiden Hülfssatze, um eine Übertragung der in 
Nr. 623 erwiesenen Gruppeneigenschafb auf komplexe Funk- 
tionen von mehreren Variabelen zu geben. Es gilt der: 

Satz, Eine Jcompleoce Funktion von hdidng vielen Jcomplexen 
Funktionen von ^u ^2, - * - ^n ist seihst eine komplexe Funktion 
von g^y ^2; ' ' • ^i»- 

In der That, es seien: 

m komplexe Funktionen von g^y g^, - - - gn iind: 

eine komplexe Funktion von w^y w^, - - - Wm* Wir erteilen 
jetzt ^ly ^2, ' ' ' ^n das besondere Wertsystem: 

und nennen (o^ den zugehörigen Wert von %; sodann erteilen 
wir %, ^27 • • • ^« ^i'^ anderes Wertsystem: 

^1 , ^2 > ■ • • -^Ä 

und nennen Og den zugehörigen Wert von w^. So fahren 
wir fort, bis schlielslich ^1, ^2? * * ' ^« ^^^ Wertsystem: 

erteilt ist, zu welchem der Wert 0^ von w^. gehört. Wir 
können nun die m • w Werte 

^1 7 ^a ? • • • ^« , 
» " »*' » " 


g^^^y gj^"'\ • • • gn^"^^ 

Serret, Diff.- u. Integral-Bechnung. IL 2. Aufl. 24 
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als eben soviele unabhängige Yeränderliclie auffassen. Als- 
dann ist jF(oi, Wg, • • • (Dm) eine komplexe Funktion dieser 
m • n Veränderlichen e. In der That, der Ausdruck 

(1) F(aj^, ^27 '" ^m) 

ist jedenfalls eine komplexe Funktion yon cd^ und dieses wieder 
eine komplexe Funktion von 0^^] also ist nach dem Satze der 
Nr. 653, (1) eine komplexe Funktion von 0^\ 

Was von z^' gilt, gilt auch von jeder der Veränderlichen 
xr; daher ist 




^1 ; ^a 7 • • • 

^n ; 

^1^*"^ ^a^"*^ • • • 

• • 

Setzt man nun wieder: 

/ 

^1 ^L ^1 

. — ^^(m)^ 

^2 ' ^2 "-^ ^8 :u_i . . 

• • • • 


^« = ^n = iSTn" = . . . = ;?„("»), 

so wird nach dem vorigen Satze die entstehende Funktion 
eine Funktion von Zi, 02) ' ' ' ^n- Da aber bei dieser Sub- 
stitution ©1 in M?!, (Dg in ^a u. s. w. c^m in w^ übergeht, 
so wird 

eine komplexe Funktion der 0y wie behauptet war. 

Hieraus folgt im Besonderen, dafs die Summe, Diflferenz, 
das Produkt, der Quotient zweier komplexen Funktionen wieder 
eine komplexe Funktion ist, was schon in Nr. 623 benutzt 
wurde. 

Femer erkennt man leicht, dafs komplexe Funktionen 
von mehreren Veränderlichen sich genau wie reelle Funktionen 
nach den einzelnen Veränderlichen diflferentiieren und inte- 
grieren lassen, und dafs das Ergebnis einer jeden solchen 
Rechnung wieder eine komplexe Funktion ist. 
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666* Ubertrasnuig eines IntegralsatBes. Wiaf wallen jietat 
den Satz der Nr. 639 auf mehrere VeranderKche übertr&gen. 
Es sei daher /'(j^^, z^) eine Punktion yon Zj^ und is^^ die fOr 
alle Wertepaare (^i; ^a) eines bestimmten Yariabilitatsbereiches 
V die der Forderung Ä (Nr. 639) entsprechende Forderung erfüllt: 

Forderung S. Die ImJctum ist etndeutig tmd stetig nebst 
ihren sämtlichen partiellen Äbleitimgen Us 0u/r aweiten Ordnung 
einscMiefslich. 

Wir fixieren nun einen bestimmten Wert g^ für 0^^ und 
einen bestimmten Wert ^ fOr 0^ und endlich einen Umlauf U^ 
um ;8^i für fi; sowohl das Wertepaar (jer^, ^) als der Weg Vl^ 
sollen dem Bereiche V angehören. Alsdann ist nach dem 
Satz der Nr. 639: 

(1) A(^i; Sa) = 2^^ f,-;., • 

Läfst man jetzt auch ^ den Umlauf Vi^ machen, während 
0^ fest bleibt, so. findet man durch nochmalige Anwendung 
des Satzes der Nr. 639: 


«'..'.)-^/'-i^- 


Vorausgesetzt ist dabei natürlich, dafe auch Uj, sich innerhalb 
V befindet und dais 0^ innerhalb U^ liegt. Substituieren wir 
in die letzte Gleichung den Wert yon f(0iy g^) aus Gleichung 
(1), so erhidten wir den Wert yovl f{0^,0^ ausgedrückt durch 
ein zweifaches Integral und dadurch die gewünschte Yerall- 
gemeinerung des Satzes der Nr. 639 auf zwei Veränderliche; 
es wird: 

T 1^1, ^2) — (2^,y J (f^ _ ^ ) ^f^ _ ,^) • 

Die Integration ist hierbei successiye erst nach der einen, 
dann nach der anderen Veränderlichen g auszuführen. Nach 
welcher der beiden Variabelen zuerst integriert wird, ist gleich- 
gültig. 

Wir haben so den gewünschten 

8at0. In dem Bereiche V erfülle f{0^y 0^ die Forderung ß. 
Ui und Uj seien positive Umläufe fü/r 0^ be0w. 0^, die inner- 

24* 
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h(üb V liegen. Alsdann ist f{ss^, z^ gleich dem e^^dfachen 
Integrale: r f(^ f\^^ ny 

Ganz analog gilt für n YeränderUclie der 

8at0. In dem Bereiche V erfüUe f{0^j ^2, • • * ^n) die 
Forderwng S* U^, U^, • • • U» seien positive Umläufe h&sw. fii/r 
^1} h}" ' ^«; ^^ innerhalb V liegen. Alsdann ist f{0^j ^i,"- ^«) 
gleidi dem n- fachen Integrale: 

« 

Der Beweis dieses Satzes möge dem Leser überlassen 
werden. 

666. CatLohys Methode des limites bei komplexen Funk- 
tionen von mehreren Veränderlichen. Aus dem soeben er- 
wiesenen Satze lassen sich nun zunächst in ganz analoger 
Weise wie bei einer Veränderlichen Potenzreihen für die 
komplexen Funktionen ableiten. Das Bildungsgesetz der Koeffi- 
zienten ist durch den allgemeinen Taylorschen Satz gegeben 
(Nr. 137). Die Entwickelung konvergiert in Kreisen, innerhalb 
deren die Bedingung Ä erfüllt ist. Wir geben in dieser Nummer 
die Übertragung der Methoden des „calcul des limites" (Nr. 643). 

Wir wollen annehmen, dals die Voraussetzungen der 
vorigen Nummer erfüllt sind, und von der Gleichung (2) 
dieser Nunmier ausgehen, indem wir die Untersuchung an 
dem Beispiele von 2 Veränderlichen ausführen. Es ist: 

(U f(^ .N 1 r f{Si,S,)dS,di, 

Fig. 54. 

Fig. 65. 
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Nimmt man auf beiden Seiten die absoluten Beträge , so er- 
hält man: 


(2) 




Es seien femer z^^ und e^ zwei Punkte innerhalb U^ bez. 
Uj. Femer sei B^ der kleinste Abstand des Punktes z^ von U^ 
und JR^ der kleinste Abstand des Punktes z^ von Ug. (Vgl. 
Figur 54 und 55.) Der gröfste Wert, den |/*(5i; ^)| annimmt, 
während i^ und ^ auf U^ und Uj variieren, sei M. Alsdann 
ist das Integral in Gleichung (2) absolut genommen kleiner als 

wo 5i und «2 die Längen von U^ und Uj bedeuten. Wir 


Ms^s^ 


haben also: 

(3).. l^(-n^.)l^(4Ä 

als obere Grenze för \f\. 

Um nun auch für die Ableitungen von f eine obere Grenze 
zu erhalten, diflferentiieren wir unsere Ausgangsgleichung (1) 
A mal nach e^ und ft mal nach 0^ ; alsdann wird 


und daher: 
(4) 


ttx,Ua 


d^-^^f{Z,,e^)\^X\i^\ M8,8, 


< 


eine Ungleichheit, die für A = ft = in (3) übergeht. 

Ist im Besonderen U^ ein Kreis um z^^ mit dem Radius JB^ 
U2 ein Exeis um z^^ mit dem Radius 22^, so wird: 

Si = 2otR^^ 8^ = 2x11^ 

und daher ergiebt sich: 


dz^^dzj" 


< 


XI [i\ M 


=^ T>X 


V^' 


für jedes Wertepaar (z^, z^, das der Bedingung {z^ — jEf^^l < JBi, 
Z^ — Z2^\<Ii2 genügt. Also folgt für jef^ = z^^, z^ = z^ selbst: 


(5) 




< 


X\ (i\M 


0= JJ," iJ,'' 
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FfiLren wir analog wie in Nr. 643 die Hfllfefanktion «in 


9 i»i, «.) 


SO ergiebt eine einfache Bechnnng: 
Also wird aus (5): 


(6) 


< 




dz^^ dzj' 10 

Dies ist die Übertragung des Satzes II der Nr. 643 auf 
2 Variabele. Sie lallst sich ganz analog für n Variabele durcb- 
fahren^ und wir können daher den Satz aussprechen: 

Satz. Um die Funkte z^y z^^ * -- z^ seien Kreise mit den 
Radien B^, JRj, •••!?« heschrieJ>en, ifmerhcHb deren f{z^^ h}'" ^«) 
die Forderung Jt erfuttt. Der gröfste Wert, den f annimmt, 
während ZiyZ^^^-Zn OMf den Peripherieen der n Kreise variieren, 
sei M. Man bilde die HiäfsftMiktion: 


('-^)-('- 


«. - «, 


B. 


■) 


Alsdann ist an der Stelle z^ ^^ z. 


1 ; 


. ., ^^ = ^^0 der Wert 
jeder Ableitung von f absolut Meiner als der der entsprechenden 
Ableitung von 9. 

Dieser Satz ist wieder von fundamentaler Bedeutung in 
der Theorie der Differentialgleichungen. 


Anhang. 

Grundrifs der Theorie der Fourierschen Reihe 
und des Fourierschen Integrales 

von Axel Habnace. 


L Die zu entwickelnde Funktion. Für die analytische 
Darstellung von Funktionen, welche möglichst wenigen Voraus- 
setzungen genügen oder, wie man auch kurz sagt, für ein be- 
stimmtes Intervall der reellen Yariabelen x wülhdrÜch definiert 
sind, ist, zumal in der Theorie und Anwendung partieller Differen- 
tialgleichungen, die Beantwortung der Frage wichtig: Läfst sich 
jede Ftmktion durck eine trigonometrische Reihe darstellen, rnid wie 
smd da/nn die Koeffizienten dieser Beihe zu hesümmen? Fourier, 
welcher zuerst in seiner Theorie der Wärmeleitung die systematische 
Untersuchung dieser Frage begonnen hat, die früher schon Gegen- 
stand der Kontroverse zwischen Euler und D'Alembert bildete, 
gab zur Lösung derselben im allgemeinen nur das Verfahren an, 
welches in Nr. 492 — 494 ausgeführt worden ist, von dem wir aber 
sahen, dafs es den ersten Teil des Problemes gar nicht, den anderen 
nur mit Hülfe einer besonderen Voraussetzung beantwortet. 

Unter einer in einem reellen Intervalle von z = a bis ;? = & 
wilThU/rUch gegebenen Funktion f{z) verstehen wir ein Gesetz, 
nach welchem für jeden einzelnen Wert von z ein Funktionswert 
irgendwie definiert ist. Ein sehr wesentlicher Unterschied solch 
einer Funktion von allen rationalen, algebraischen, sowie überhaupt 
von allen Funktionen, die durch konvergente JPotenzreihen nach 
der Tayl ersehen Formel darstellbar sind, besteht darin, dafs bei 
diesen die Definition der Funktion innerhalb eines noch so kleinen 
endlichen Intervalles zugleich über den ganzen weiteren Verlauf 
derselben entscheidet. Denn kennt man von einer konvergenten 
Potenzreihe die Werte der Funktion in der Umgebung einer Stelle, 
so dafs man daselbst die Werte sämtlicher Ableitungen zu bilden 
im stände ist, so folgt aus diesen Werten auch die gesamte 
Potenzreihe. Bei einer willkürlichen Funktion dagegen entscheidet 
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die Beschaffenheit der Funktion innerhalb eines bestinimten Teiles 
der Strecke a bis & noch gar nichts über den Verlauf der Funktion 
au&erhalb dieses Teiles. Eine in diesem Sinne willkürliche Funktion 
kann also sicherlich nicht f&r das gesamte Intervall Yon a bis h 
durch eine Potenzreihe ausgedrückt werden. 

Wir wollen aber den Begriff der willkürlichen Funktion far 
das folgende noch etwas einschrftnken. Die Funktion f(e) sei für 
das Intervall von a bis b so definiert, dafs sie mit Ausnahme 
einzelner, in endlicher Anzahl vorhandener Punkte bei jedem Werte 
Ton einen bestimmten Wert hat, und daüs sie auch mit Aus- 
nahme derselben Punkte überall stetig verläuft. An den Ans- 
nahmepunkten aber möge die Funktion so beschaffen sein, dafs 
zwar lim /"(^f-f"^) "'^^ ]imf(js — h) für Ä=0 daselbst bestimmte 
Werte besitzen, dafs aber diese Grenzwerte von einander ver- 
schieden sind. An solch einer Stelle g selbst werde der Wert 
der Funktion ganz unbestimmt gelassen; wesentlich für die Be- 
schaffenheit der Funktion in der beiderseitigen Umgebung solch 
einer Stelle ist dann nur der Umstand, dafs sie daselbst eine 
sprungweise Wertänderung erleidet. Wir werden auf diese Weise 
dazu geführt unsere bisherige Beschränkung der Betrachtungen auf 
stetige Funktionen fallen zu lassen und die Untersuchungen auf 
eine allgemeinere Klasse von Funktionen auszudehnen. Dazu wollen 
wir zunächst den Begriff der integrierharen Fu/nktion kennen lernen, 
welcher den der stetigen Funktion als Spezialfall umfafst. 

2. Begriff der IntegrieTbarkeit. Um zu entscheiden, ob 
eine gegebene Fimktion f{oc) zwischen zwei gegebenen Grenzen % 
und X integrierbar ist, verlangen wir vor allen Dingen, dafs sie 
zwischen Xq und x niemals unendlich grofs wird. 

Sodann teilen wir das gegebene Intervall wie in Nr. 404 in 
n Teilintervalle: 

(^o> ^i)i (%i ^2)5 • • • (^n-i, a?). 

Fassen wir nun z, B. das erste dieser Intervalle {x^^ x^ ins 
Auge, imd denken uns die sämtlichen Werte markiert, die f{3c) 
in ihm annimmt. Wir bestimmen diejenige (kleinste) Zahl Öq, die 
nicht kleiner ist als alle Werte f(x) des Intervalles (aj^, x^), und 
diejenige (gröfste) Zahl g^^ die nicht gröfser ist als alle Werte f{x) 
desselben Intervalles, imd nennen Gq die obere, gQ die untere Grenze 
der Werte von f(x) in diesem Intervalle. Aaalog sei in den 
anderen Intervallen: 


(a?!,«^) g^ die untere, G^ die obere 
(fljg, Xq) g^ 7) ,, , G^ „ „ 


Grenze der Werte 
von f{x). 
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Alsdann können wir genau wie in Nr. 405, Gleichnng (1) 
die zwei Funktionen <P«(aJ, oJq) und Wn{xyXQ) bilden. Wir nennen 
nun die Funktion f(x) in dem Intervalle (Xq^ x) integrierbar y wenn 
folgende drei Bedingungen erfüllt sind: 

LäJfet man bei unbegrenzt wachsendem n die GröJGse sämtlicher 
Intervalle unter jede Grenze sinken, so erhält 

1) 0n(x^x^ emenendHichejiGTejizwert: ]ini0n(XyX^ = 0(XyXf^y 

2) Wn{XyX^ einen endlichen Grenzwert: ]3mWn(XyX^=W(XyXQ)y 

3) Es ist Q{Xy Xq) = W{Xy Xq). 

Nennen wir F(xy x^ diesen gemeinsamen Wert von <P und 
V?y so heifst dieser wie früher das zwischen den Grenzen x^ imd x 
genommene Integral von f{x) und man schreibt wieder: 

X 

F(xy iCß) = / f(x) dx. 

Ist f(x) stetig, so sind die Bedingungen 1) bis 3) erfiillt, 
wie wir in Nr. 406 gezeigt haben. Jede stetige FunMon ist also 
integrierhar. 

Das Umgekehrte gilt jedoch nicht. Gewisse Arten der ün- 
stetigkeit heben nämlich ^e Integrierbarkeit nicht auf. Macht 
z. B. f(x) in der Mitte des Intervalles einen Sprung, indem es 
dort plölzlich um ein endliches Stück wächst, während es im 
Übrigen stetig ist, so läfst sich leicht zeigen, dafs die Bedingungen 
1) bis 3) erfüllt bleiben und allgemein ergiebt sich: 

Die Funktion f(x) ist integrierbar in dem Intervalle (xq^ ä), 
wenn sie stetig ist mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von 
Stellen, in deren jeder sie um ein endliches Stück wächst oder 
abninmit. 

Dabei ist jedoch zu beachten, dafs hiermit der Umfang der 
integrierbaren Fmiktionen noch keineswegs erschöpft wird, 

8. Eigensohaften des Integrales. Die elementaren Sätze 
über die Integrale, welche wir im ersten Kapitel für stetige Funk- 
tionen abgeleitet haben, übertragen sich sämtlich mutatis mutandis 
auf integrierbare Fimktionen. Die Additionsformel der Nr. 407 
und 410 überträgt sich samt dem Beweise ohne Weiteres und der 
Satz der Nr. 408 lautet jetzt so: 

X 

Die Äbleitimg des Integrales F{xyX^= J f(x)dx nach 

Xo 

der oberen Grenze Uefert den Wert f(x) des Integra/nden a/n jeder 
Stelle X, wo f(x) stetig ist. 
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Macht aber die Funktioa f(x) an einer SMle x^ zu deren 
beiden Seiten, sie stetig ist, einen endlichen Sprung, so bedeutet 
dies folgendes. Betrachts man die Seihe der Werte f(x -{- A) 
einerseits, f{x — Ji) andrerseits, wo x eine feste Zahl und h eine 
positive nach abnehmende Variable sein soll, so hat sowohl 
fix-^-K) als auch f{x — h) an di«r Stelle h^^Q einen endMehen 
Grenzwert, den wir mit /"(ä; -|- 0), bezw. f{x — 0) bezeichnen 
wollen, und beide sind von einander yerschieden. In^ diesem Falle 
erhalten auch die beiden Differenzenquotienten des Integrales: 

F{x + h,x^)-F{x,x^) 
h 
und 

FiX'-h.x;)'^ F{x,x^) 


an der Stelle Ä = die Grenzwerte f{x + 0) und f{x — 0). 
Den ersteren nennen wir dann den „vorwärts genommenen^', den 
letzteren den „rückwärts genommenen^' Differentialquotienten der 
Funktion JP(a;, x^ an der Stelle x. Der Beweis hierför ist dem 
in Nr. 408 gegebenen völlig analog. 

Aus der Definition der Integrierbarkeit folgt femer, dafs die 
Summe und das Produkt zweier integrierbarer Funktionen wieder 
eine integrierbare Funktion ergeben, und es gelten die Sätze der 
Nr. 414 und 416 ohne Weiteres fOr alle integrierbaren Funkti(»ien. 
Ebenso ergiebt sich unmittelbar aus der Definition die Richtigkeit 
des Satzes der Nr. 421 auch fOr integiierbare Funktionen und 
hieraus folgen wieder die Sätze der Nr. 422 und 424. Endlich 
bleibt auch der Satz von der teüweisen Integration (Nr. 415) be- 
stehen, solange die Ableitungen von i» und i) integrierbare Funk- 
tionen sind, die in dem betrachteten Intervalle bestimmte endliche 
Werte besitzen (vergl. Bd. I, Nr. 35, 2). 

Aulserdem haben wir aber fOr die folgenden Betrachtungen 
noch einen weiteren Satz abzuleiten, der dem in Nr. 424 ent- 
wickelten Mittelwertsatze in mancher Beziehung analog ist, und 
der als der „zweite'^ oder der „DuBoissche Mittelwertsatz'' be- 
zeichnet wird. 

4. Der DnBoissolie Hittelwertsats. 8md f{x) %md ip{x) 
ztcei integrierbare Funktionen, von denen die eme, f{x), im Inter- 
valle (xq^ X) nicht wächst tmd positiv bleibt, so ist 

/ fi^) 9 (^) ^^ = fi^o) f 9 (^) ^^• 

Xq Xq 

Dabei bedewtä in dem Integrale der rechten Seite die obere 
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Orense z^ -f- 0{X — x^ einen Wert im Innern oder am den Grenzen 

des IntervaUes (x^^ X). 

Wir betrachten einerseits die Summe 

Pd = [/•(«,) 9.(*o) + fix,) ^(x^) -\- • ■ ■ -\- f(x,.t) 9»(«._i)] d, 

y X 

in welcher d = ist, und «q» ^i» ' * * ^— i ^® Anfangs- 

punkte der n Interralle yon äer Lftnge d bedeut^i; andrerseits 
die Beihe der Werte 

deren gröXster mit G imd deren kleinster mit g bezeichnet werden 
möge. Alsdann ist 

imd daher 

-P=/(%H+/"(*i)(«i-'»o)+-+/"(*«-i)('Si.-i-«.-j) 
='So(A^o)— fM+'^iCm)— fM H — h s;.-!- f(xn-i). 

Da nun aber nach unserer Annahme die Werte f(x^^ f(z^\"'f(xn^i) 
eine niemals zunehmende Beihe bilden, so sind die hier als Koeffi- 
zienten der 8 auftretenden Differenzen sämtiicb ^ und es wird 

p£G(nx^—f(!i^))+G(f(x,)—f(x^)-\—-\-Gf(xn-i)=af(x;) 

imd 

^g(f(x^—nxt))-h g(f(xd—f(x^)+--\- 9f{x^i)== fffix^), 

also 

Gf{x^)>P^gf{xo). . 

Nun sind die Produkte S^d^ 8^d, • • • Sn—id^ wenn man n 
hinreichend grofs imd damit d hinreichend klein annimmt, yon den 
entsprechenden Integralen 

«i «a ^ 

I (p{x) dx, I g>(x) dx, ' ' ' f 9>(^) äx 

Xq Xq Xq 

nur um eine beliebig kleine Gröfse imterschieden, also zwischen 
M'\-0 imd m — 6 enthalten, wenn M den gröfsten imd m den 
kleinsten Wert bezeichnet, welchen das Integral 


I g>(x) dx 
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fiir irgend ein x des Intervalles (xq, X) annimmt. Es ist also auch 

und daher 

>f(Po) i^ — ^)' 

Wenn man hier n unbegrenzt wachsen und gleichzeitig a nach 
Null abnehmen läTst, so ist an der Grenze: 

X 

f{xo) M ^ff(x) 9 (x) dx ^ f{x^) m. 

Daraus folgt, dafs es einen zwischen M und m gelegenen 
Wert giebt, welcher mit f(Xf^ multipliziert gleich dem gegebenen 

X 

Integrale ist; dieser Wert muTs, da J q>(x) dx eine stetige Funk- 

«0 

tion von x ist, auch unter den Werten enthalten sein, welche 
dieses Integral annünmt, wenn x das Intervall von Xq bis X. 
durchläuft. Sonach besteht die zu beweisende Gleichung 

X «o-|-e(x— «o) 

/ f{x) q>(x) dx = f(x^ 1 g>(x) dx. 


a?o 


Folgemngeii. 1. Ist f(x) eine im Intervalle von Xq bis X 
positive Funktion, welche nicht abnimmt, so kehre man die Grenzen 
des Integrales um. Alsdann ist 

Xo X-{-0{xq—X) 

I f(x) q>{x) dx = f{X) f q>{x) dx^ 

X X 

also 

X X 

ff{x)q>{x)dx = f{X)Cq>{x)dx. . 
«o x+e(«b-x) 

2. Ist f{x) eine im Intervalle von Xq bis X negative Funk- 
tion, welche nicht zunimmt, so ist — f{x) eine positive Fimktion, 
welche, während x das Intervall von x^ bis X durchläuft, nicht 
abnimmt. Also ist 

^ . ^ 

—ff{x)(p{x)dx = — f(X)fq>(x)dx, 

Xo X+e(a:o— X) 

oder 

X X 

«0 X+e(a:o— X) 
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3. Ist f{p^ eine Funktion, welche im Intervalle von x^ bis X 
nicht zuninunt, dagegen von einem positiven Werte zu einem ne- 
gativen übergeht, so ist /*(«) — /*(X) ©in© Punktion, welche durch- 
aus positiv ist und nicht zunimmt. Also ist 

f[f{^) - rW] 9 W äx = [/-(^o) - fi^)'\f9>{^) äx, 

Xo a^ 

oder 

X Xo+eiX—Xo) X 

ff(x) g,(x) dx = f(xo)fg,(x) dx + f{X)fq>{x) dx. 

5. SteUnng des Froblems. Eine Funktion, die für das 
Intervall von a bis 2» definiert ist, kann stets so transfoimiert 
werden, daüs ihr Argument das Intervall von — « bis -f- « durch- 
läuft Denn setzt man: 

X == 7C i: Oder z ^ ^ , 

so entspricht jedem Werte von ein Wert von x, und wenn z das 
Intervall von a bis & durchlftuft, erhält x alle Werte von — tc 
bis 4~ ^' Demnach können wir die Aufgabe auf die Form re- 
duzieren: Es sei im IntervaMe von x = — jr bis a;=-f-jr eme 
Funktion f(x) iüUJkürlich definiert ^ doch so, dafs sie mit Ausnahme 
ei/nzeiner Funkte, a/n denen sie bestimmte sprungweise Wertände- 
rungen erleidet, stetig ist; kann diese Funktion durch eine trigono- 
metrische Reihe dargestellt werden, und wie sind dann die Koeffi- 
zienten derselben zu bestimmen? 

Die richtige Methode, diese Frage, wenn auch nicht vollständig 
zu lösen, so doch fCLr die wichtigsten Fälle zu erledigen, eröffiiete 
Dirichlet (Grelles Journal, Bd. 4); er lehrte, dals dieselbe 
nicht in der aufgestellten Form zu untersuchen ist, sondern in der 
umgekehrten Beihenfolge. Bildet man für die Funktion f(x) die 
trigonometrische Beihe, bei welcher die Koeffizienten die von 
Fourier angegebene Integralform haben, nämlich: 

— Ä — 7t — Ä 

SO ist vor allem zu untersuchen, ob diese Beihe 

Y -ä-o -|- ^^ (Ak cos kx + Bk sin kx) 
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bei jedem Werts yon x konyergiert und den Wert f(x) liefert 
Alsdann läM sich weiter fragen, ob dieselbe Funktion etwa noch 
dnrch andsEre trigonometrische Beihen darstellbar ist oder nicht. 

6. Die KoefiQsienten der Fourierschen Beihe. Wir wenden 
uns znr Beantwortung des ersten Teiles und schicken den folgenden 
Satz voraus : 

Ist f(x) eine im Intervall von — yc bis -\- Jt enäUche imA 
i/ntegfierba/re Funktion, so haben die Integrale 

/ f(x) cos nx dx und j f(x) sin nx dx 

fUr n = OD e?few Grenzwert nuU. 

Dabei ist selbstyerständlich der Grenzprozels so zu ToUziehen, 
dafs zuerst bei endlichem Werte von n die Integrale ermittelt 
werden, und alsdann in den gewonnenen Ausdrücken n über jeden 
Betrag hinaus wächst. Bildet man das Integral: 

f(x) r- -4^ — ^^ (Äjt cosJcx + Sk smkx)\ dx^ 

— Ä k=l 

in welchem die Koeffizienten Ä und B die oben [Gleich. (1)] de- 
finierten Werte haben, und n eine bestinmite beliebig grofse ganze 
Zahl bedeutet, so wird dasselbe gleich: 

J [fix)? dx + ^A^'-\-^^ {Ä,' + B,') - Ä,J f(x) dx 

—n *=al —TT 

— 2 ^^ Ajt I f{x) cos lex dx-\- Bk I f{x) sin lex dx 

t=l I- —7t —Tt 

also gleich: 

\f(x)f dx - |- A' - «^ {^>? + ^**) 5 




A 


es besteht demnach die Gleichting: 

(2) J^f(x)—^Äo—^(Atcoshx+Bisiiikx)^ dx, 
— » »=i 

=J [fix)]'dx-^Ä,' - «^(^»+5*«), 


— Ä i=:l 


2 
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welche für jeden endlichen noch so grofsen Wert yon n giliig ist. 
Die linke Seite diaser Gleiohang ist nun bei jedem Werte Yon n 
eine positive Gröise, weil die Funktion unter dem Integrale ein 
Quadrat ist, mithin mufs auch die rechte Seite stets positiv bleiben. 
Würden nun die Beträge der Oröüsen Ajt und Bj^ bei noch so 
groljsen Werten yon k nicht nach null konvergieren, sondern immer 
wieder Werte erlangen, die um eine bestimmte endliche Qxöüse 
von null yerschieden sind, so müDste die rechte Seite bei beliebig 
wachsenden Werten von n negativ werden. Man erkennt also, 
dafs sich ein n finden läüst, von dem ab 

kleiner bleibt als eine beliebig kleine Zahl ^, wie grofs auch m 
werden mag, und dafs folglich auch 

Än\ und \Bni 

schliefslich kleiner werden und bleiben als ö^ d. h. dafs 

lim -4n =» und lim Bn = 

ist. Da die Funktion f(x) willkürlich ist, so kann man siß ins- 
besondere so wählen, dafs sie in einem Teilintervalle a bis h der 
Strecke — ti; bis +71; von null verschieden ist, aufserhalb derselben 
aber null ist. Man erkennt dann, dafs auch 

h b 

lim / f(x) cos nx dx und lim / f(x) sin nx dx 

a a 

( — «^a<&^-{-7c) für n= 00 den Wert null haben. Des- 
gleichen sieht man leicht ein: falls das Intervall von a bis h das 
Intervall — 71; bis + « umfafst, so kann man dasselbe in Teüe 
zerlegen, die innerhalb der Strecken von — jr bis -|- ä, von -f- tt 
bis -|- Stc, von — tc bis — 3 71; u. s. w. liegen, und da dann für 
jede dieser Strecken die Grenzwerte der Integrale null werden, so 
gilt der Satz noch allgemeiner als unsere anfängliche Behauptung: 
Für jede überall endliche tmd mtegrierhare Fimktion werden m einem 
beliebigen endlichen IntegraUonsintervaUe von a bis b die Ghrenzwerte 

der Integrale 

h h 

I fQ"^) cos w^ ^^ **^ / f(j^) sin nx dx 

a a 

gleich null^ wenn n die Beihe der ganzen Zahlen durchlaufend über 
jeden Betrag hina/us wächst, 

Bemerkung. Der Beweis bleibt giltig, falls f(x) eine inte- 
grierbare Funktion ist, die derart unendlich wird, dafs auch ihr 
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Quadrat integrierbar ist; und der Satz selbst bleibt bestehen, wenn 
die Funktion absolut integrierbar ist. Es giebt aber auch integrier- 
bare Funktionen, welche derart unendlich werden, daüs die GröDsen 
An und Bn nicht nach null konvergieren; fCLr diese ist die An- 
wendbarkeit der Fourier sehen Reihe ausgeschlossen. Das Ver- 
schwinden der Grenzwerte der Integrale An und J?» ist in sjiderer 
gleichfalls sehr einfacher Weise Yon Biemann bewiesen worden 
(Ges. Werke, pag. 240) und zwar direkt aus den Eigenschaften 
einer integrierbaren Funktion f(x) und dem Umstände, daXs die 

Funktionen sin no; und cosnx in Intervallen von der Gröfse — 
ihr Zeichen wechseln. 

7. Summatioii der endliohen Beihe. Soll die Fourier- 
sehe Beihe bei jedem Werte von x den Wert der Funktion f(x) 
ausdrücken, so muTs die Summe: 

f(a)da-\ — ^^ cosA;a; / /'(a)cosÄ;a(^a-|-sinÄaJ / f(a)8uikada 


k=zl 


— Ä — /r 


bei beliebig wachsendem Werte von n sich unbegrenzt dem Werte 
f(x) nähern. Wir bezeichnen die Summe dieser Glieder bis ein- 
schlielslich derer mit dem Index n durch Sn(x). Die Beihe 

Y + cos {a. — x) + cos2 (a — x) + cos3 (a — x) -| f- cos« (a — x) 

Iftfst sich durch einen geschlossenen Ausdruck darstellen; nennt 
man der Kürze halber s die Summe: 

s = cos;er + cos 2z -}- cos 3z •}-''' -\- oosnz, 

80 folgt, wenn man beide Seiten mit 2 cos^ multipliziert und die 
Produkte der Kosinus in Summen verwandelt: 

25cosj?=(l + cos2;e?)+(cos3;8?+cos;ef)-|-(cos4;er+cos2;e)-j 

+ [cos(n+l);ef+cos(n — l)z] 

= l+cos;ef+2co8 2;e:+2cos3;sf4-"* + 2cos(w — l)z'\-cosnz 

^ , . , 4-cos(n+l)je?. 

Demnach wird: 

2s (l — cos ;e) = — 1 + cos ;ef + cos WJ5 — cos (« + 1) ^ 
oder . ^. 

= _ i_ I co Bng — coa(n + l)g ^ _ J_ . sin(n-f-yj z 

^~ 2 ' 2(1 — cos üT) 2 + „ . je? ' 

^ ^ 2 sm — - 

2 
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also ist; 
j siftm+yKa— a?) 

-5-+cos(a — a;) 4-COS2 (a — x) -| (-cosn («— ^a?) = ' — ^ ^ 

2 sin — - — 
und 4-Ä 

^ 2 sin — (a — ä) 


— Ä 


^« — ^^ 


Es ist zu untersuchen, ob der Wert dieses Integrales bei be- 
liebig wachsendem Werte von n nach f(x) konvergiert. Dasselbe 
zerlegt sich in zwei Teile; es ist: 

. . 1 /* sinw(a — a;)cos— (a — x) -t / 

^«(^)^^ / rC«) , . 1 , \ ^« + 2^ / /•(«)008«(a^)e«a. 
^ 2siny(a — «) ^V 

— 7t — Ä 

Das zweite Integral konvergiert mit beliebig wachsendem 
Werte von n nach null. Denn wie im § 3 bewiesen wurde, kon- 
vergieren die einzelnen Teile: 

: I f(a) cosnada und sinna: //*(«) sin waeZa 


cosno; 

nach null. In dem ersten Integrale ißt die zu integrierende Funk«- 
tion an der Stelle ^ ^^^ x irregulär, weil der Nenner für diese 
Stelle null wird. Bestimmt man aber ein beliebig kleines Inter- 
vall von a = X — 6 bis a = x -\- d (wir betrachten dabei zu- 
nächst den Fall, dafs x innerhalb des Integrationsintervalles und 
nicht an den Grenzen desselben gelegen ist), so ist die Funktion: 

cos — (a — x) 

f^'^T^^ ^ 

2 sm Y (a — x) 
auTserhalb desselben durchaus endlich, und mithin konvergiert auch: 

^x) 


1 / 1 / sin n (a — x) cos — (a 

-/+-//■(«) , ' 


da 

2 (a - «) 

bei beliebig wachsendem Werte von n nach null. Also ist nur 
noch der Grenzwert des Integrales 

x-\-ä 

1 / sin n (a — x) cos -^ (a — x) 

(4) S„'(x) = ^ / fi.) —TT-r- ä- 

J 2smy(a — a?) 

X — $ 

2u betrachten, und damit ist zugleich der Satz bewiesen: 

Serret, Diff.- u. Integral-Bechnung. II. 2. Aufl. 26 


386 Anhang; Fonrienclie Beihe und L&tegraL 

Der Wert der Fouriersd^en Beihe hängt an jeder SteUe 
nur ab von dem VerhaUen der Ftmktion in der unmittelbaren 
Umgebung dieser Steile. 

Bemerkung. Der Satz gilt überhaupt, sobald die Fnnktioii 
f(x)j anch wenn sie im Intervalle unendlich wird, die Eigenschaft 
bat, dafs 

lim I f(a) sianada und lim j f(a) cos na da 

nnll werden, d. h. sobald diese zur Bildung der Fouri er sehen 
Beihe nnerliLCslichen Bedingungen erfüllt sind. 

8. Orenswert der Smnine. Wir setzen nun in dem Inte- 
grale 8nj cc — X = ß^ da = dß, so dafs es die Form erh&lt: 

-i ~ I ßinn/Jcos— Ö i / BinnßcoB-r-Ä 

V 28m-p ^J 2Bm-/? 

Der Grenzwert dieses Integrales, in welchem h eine beliebig 
klein anzunehmende Grölke bezeichnet, f&r n = oo entscheidet über 
den Wert der Beihe an der Stelle a;. 

Auch dieses Integral kann man noch yereinfachen. Bildet 
man das Integral 
d 

\ P / cos — ß <\ 

^J W + /») + fi^ - ßJl [t^TZ - j ) sin «? d(S , 

SO hat dasselbe zufolge des früheren Satzes in Nr. 3 den Grenz- 
wert null; denn die mit sin n/3 multiplizierte Funktion bleibt aucb 
für /3 = endlich. Mithin folgt, wenn 

d 

1 /^ cos — ß 

Sn{x)^-^ I \f{x + ß) + f{x-ß)-\-^,mnßdß 



fOr n =» cx> einen bestimmten Grenzwert hat, so hat auch 


(5) 


^-W = i/'[/(^ + ^) + f^^-^)'^ ^ ^^ 


für n=^(x> denselben Grenzwert, und umgekehrt. Demnach lautet 
das Ergebnis: 
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Die Fouriersa^ Reihe hat an der Steüe x einen he- 
stimmten Grreneweri^ faUs das Integral 

d 



für n= oo einen bestimmten Wert besitzt, und 0war ist der 
Grrenzfvert dieses Integrales zugleich der Wert der Reihe an der 
Stelle X. 

Handelt es sich um den Wert ä = + jr oder a? = — «, so 
lehrt dieselbe Betrachtiings weise, da£s man ans der Summe Sn(x) 
in beiden F&llen nur die Grenzwerte der Tenne 

H / 8inn(a — «)cob— (a — «) < / 8inn(a — jr)co8— (a — n) 

- I /■(«) i da-\-- I /■(«) i ? du 

V 28mi(«-«) V 2eiii|(«-») 

ZU betrachten hat; also den Grenzwert des Integrales 

1 /^ sinnficoB — fi 

lim ^ / [/^(+«-^) + /^(-«+^)1 — — TT- ^^ 
n^<x>^J 2smYP 





9. Hinreioliende BediYignngeii für die Daratellbarkeit 
einer Funktion. Die Punktion f{x + P) + f{x — ß) konvergiert 
for /5 = nach dem Werte f{x -}- 0) + f{x — 0), da wir an- 
genommen haben, dafs unsere Funktion f{x) iQlenthalben bestimmte 
Werte /"(a? + 0) und f{x — 0) besitzt An einer Stelle, an 
welcher die Funktion stetig ist, sind diese Werte einander gleich, 
an den ünstetigkeitsstellen sind sie yerschieden. Setzt man die 
Differenz: 

(6) \f{!C + ß) + f{x-ß)-\ - \f{x + 0) + f{x-0)-\ = l{ß), 

so ist X (/3) eine stetige Funktion , welche für ß = den Wert 
hat, und es wird: 

lünÄ«(a:)= A^+'»+/^(''-0) iiraf^dß+ i lim A(|J) '^ dß. 



25* 
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Es ist nun: 


6 nS 




also (Nr. 487, Gl. (8)): 

6 nd <*> 


r 


^£f 3BB -— 




Mithin wird: . 





Der Wert der Fourier sehen Eeihe wird also an einer Stelle, 
wo die Funktion stetig ist, gleich f{x)^ und an einer Stelle, wo 
die Funktion eine sprungweise Wertänderong erleidet, gleich dem 
Mittel aus beiden Grenzwerten, wenn 

6 


Urafxißr^äß 


bei noch so grofsen Werten von n durch Wahl von ö beliebig 
klein gemacht werden kann. 

Es ist bisher nur gelungen, Bedingungen für das Verhalten 
der Funktion X(ß) anzugeben, welche hinreichend sind, damit 
diese Forderung erfüUt ist, und es ist durch Beispiele bewiesen 
worden, dafs die Voraussetzung der SteHgkeit der Funktion f(x) 
oder allgemeiner der Funktion JL(j5) far sich allein nicht genügt. 
Ich führe im folgenden nur die für die Anwendung der Fourier- 
schen Beihe wichtigsten Fälle an. 

Erstens: Besitzt die stetige Funktion ^(/3), welche für |S = 
verschwindet, in der Umgebung der Stelle ß = nicht unendlich 
viele Maxima und Minima, so kann man nach dem zweiten Mittel- 
wertsatze (Nr. 4) schliefsen: 

ß(ß) ^^äß = A(d)/?^ äß = X{8)f^ ä.. 

Denn man kann das Intervall S so klein machen, dafs die 
Beträge der Funktion JL(/3) nur wachsen, während ß das Intervall 
von bis 8 durchläuft. Nun läfst sich aber S von vornherein 
so klein wählen, dafs X{S) beliebig klein ist; femer ist das Inte- 
gral rechts, wie grofs auch n werden und welchen Wert auch 
haben mag, stets endlich. Also ist der Wert des Integrales 


/' 
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unabhängig von n, lediglich durch Wahl von d beliebig klein, 
d. h, es wird 

lim Sn (x) = y [f(x + 0) + fix - 0)] . 

Insbesondere gilt das Eesaltat auch dann, wenn die Funktion 
f(x) zu beiden Seiten der betrachteten SteUe nicht unendlich viele 
Maxima und Minima hat, denn dann läfst sich die Funktion X{ß) 
in die beiden Teüe f{x + ß) — f{x'\-0) und f{x—ß) — f{x—0) 
zerlegen, und auf jeden derselben kann der nämliche SchluTs an- 
gewandt werden. (Bedingung von Dirichlet.) 

Zweitens: Sind die Beträge (absoluten Werte) der Funktion 

2. (ß\ 

— ^ integrabel in der Umgebung der Stelle j3 == 0, so heiJfet die 
Funktion ^^äbsoJ/ut mtegrierhar^^ imd es ist: 

j -— minßdß dem Betrage nach kleiner als 1 -~ dß. 



Dieses Integral kann der Voraussetzung nach durch Wahl yon 
8 beHebig klein gemacht werden, wodurch wiederum die Konver- 
genz der Eeihe nach dem gewünschten Werte bewiesen ist. 

Ist insbesondere X{ß) dem Betrage nach stets kleiner als das 
Produkt OjS"', wobei C eine Konstante, a irgend eine positive 
Zahl ist, so ist die Bedingung der absoluten Integrierbarkeit er- 
föllt. (Bedingung von Lipschitz.) 

Hieraus folgt: wenn die Funktion 
(6') H?)^ f{x + ß)-f{x + 0) f(a:-f)^f(x-0) 

endlich bleibt auch für /3 «= 0, was besonders dann der Fall ist, 
wenn die Funktion f{x) an der betrachteten Stelle einen be- 
stimmten endlichen Wert des vorwärts gebildeten und ebenso des 
rSickwärts gebildeten Differentialquotienten besitzt, so konvergiert 
die Fouriersche Beihe an dieser Stelle nach dem Werte 

^lf(^^^0) + f(x-0)]. 

Drittens: Das letzte Resultat, dafs die Beihe allenthalben 
konvergent ist, wenn für die Funktion f{x) der vorwärts- und 
der rückwärtsgebildete Differentialquotient allenthalben endlich sind, 
läTst sich noch verallgemeinem. Es genügt, dafs der Differential- 
quotient der Funktion /"(a?), atich wenn er unendlich wird, doch 
absolut integrierbar sei. Denn es besitzt alsdann die Funktion A (ß) 
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eine absolut integrierbare Ableitung: l^(ß) ssif{x'\-f) — f{x — ß\ 
nnd es wird nach dem Satze der teilweisen Integration: 

a «a 

Wenn nrin die absoluten Werte der Funktion il'(or) integrier- 
bar sind, so ist: 

\ß'{a) daj^ dz I </5^ dz .f\l'ia)\ du, 


na 


denn nimmt man das Integral 1 dz zwischen irgend zwei posi- 
tiven Grenzen, so ist sein absoluter Wert nie gröfser (Nr. 471} als: 


sinjer 





dz. 


Die rechte Seite kann nun durch Wahl von ^ von vomhierein 
beliebig klein gemacht werden, ganz unabhängig von n, daher 
ist auch 


■' 


Kß)'^dß 



durch Wahl von d bei allen Werten von n beliebig* klein, womit 
wiederum die Konvergenz bewiesen ist. (Bedingung von du Bois- 
Beymond.) 

Als das für die Anwendung der Fouri ersehen Beihe in der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen wichtigste Besultat 
heben wir hervor, dafs jede im Intervalle von — tp bis -{~ n 
irgendwie definierte Funktion, deren Ableitung entweder endlich 
und integrierbar, oder absolut integrierbar ist (an den SprungsteUen 
der Funktion sind inmier die vor- und rückwärts gebildeten 
Ableitungen gesondert zu betrachten), durch eine allenthalben 
konvergente Fouriersche Beihe darstellbar ist, derart, dafs an 
den Sprungstellen der Funktion die Beihe den mittleren Wert an- 
nimmt. Dadurch allein schon erhält diese Beihenentwickelung 
eine besonders wichtige Bedeutung im Vergleich mit den gewöhn- 
lichen Potenzreihen; denn diese setzen die Stetigkeit nicht nur der 
ersten, sondern überhaupt aller Ableitungen voraus. 

Endlich bemerken wir noch, dafs an den Stellen x = -\- oder 

— 5t die Beihe nach dem Werte ^ l/("l" ^ — ^) "I" f( — ^ "f" ^)] 
konvergiert, sobald die Funktion an den Stellen a; = + ^ ^"*® 
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der drei Bedingungen erfüllt. Ist also die willkürliche Fnnktion 
so beschaffen, dafs ihre Werte an den beiden Grenzen des Inter- 
valles verschieden sind, so kann durch die Fouriersche Beihe 
immer nur der mittlere Wert dieser beiden ausgedrückt werden. 

Bemerkung« Wird die Funktion f{x) an einzelnen Stellen 
unendlich, so jedoch, dafs die notwendigen Bedingungen (§ 3) 
erfüllt sind, so konvergiert die Fouriersche Beihe sicherlich an 
jeder anderen Stelle, welche eine der drei entwickelten Bedingungen 
erfüllt. Wie sie sich an. der ünendlichkeitssteUe verhält, ist eine 
minder wichtige Frage, sie kann dort möglicherweise sogar kon- 
vergieren, doch stellt sie dann mit diesem Werte nicht die Funktion 
dar. Femer erkennt man, dafs punktuell hebbare Unstetigkeiten 
der Funktion f{x) gar keinen Einflufs haben auf die Beihe und 
daher auch niemals durch dieselbe dargestellt werden. 

10. Stellung eines neuen Problems. Der Beweis, welchen 
wir geführt haben, giebt uns Bedingungen an, unter denen die 

Fouriersche Beihe nach dem Werte -ö" [/^(^ "f" ö) + fip — ^)] 

konvergiert. Es ist daher die Frage nicht ohne Bedeutung, ob 
die Beihe an einer bestimmten Stelle x nicht auch konvergieren 
kann, ohne dafs sie. gerade diesen Wert annimmt. Die Antwort 
aber lautet: Wemi die Fouriersche Beihe an emer Stelle Jconver- 

giert, cm welcher -ö-I/(^"I"^)H~^(^ — ^)] ^**^ hesUmmten Wert 

hat, so konvergiert sie auch immer nach diesem Werte, Der Beweis 
dieses Satzes ergiebt sich, wenn man zuvor auf zwei allgemeine 
Eigenschaften der trigonometrischen Beihen überhaupt eingeht, von 
denen die eine im wesentlichen von Herrn G. Cantor, die andere 
von Biemann aufgestellt wurde. Dieselben sind zugleich wichtig 
für die Beantwortung der Frage: Ist jede trigonometrische Beihe, 
welche eine Funktion f(x) definiert, eine Fouriersche? Man er- 
kennt von vornherein die Beschränkung des Satzes: Die Funktion 
f{x), welche durch eine trigonometrische Beihe definiert ist, mufs, 
falls die Koeffizienten der Beihe die Fouriersche Integralform 
haben sollen, jedenfalls eine integrierbare sein. Sonach kommen 
wir auf das in der Nr. 492 ff. nur unter einer bestimmten An- 
nahme gelöste Problem: 

Haben in jeder trigonometrischen Beihe: 


n=sCß 


— A^ -\-^ i^n ooBnx + Bn smnx)^ 

n=l 

wenn sie im Intervalle von — n bis ^ n eme Fu/Mion f{pc) 
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definiert, welche integrierbar igt,, die Koefßsienten A^ tmd B^ die 
Werte: 

An=^ — f f{x) co8wa;ela?, Sn = — f f{x) ^binxdx? 


— Ä 


Diese IVage ist im wesentlichen zu bejahen. Der Weg zu 
ihrer Beantwortung ist von Herrn du fiois-Äeymond zuerst an- 
gegeben worden. Im folgenden soll der Beweis geführt werden 
unter der Einschränkung, dafs f(x) zugleich eine im allgemeinen 
stetige Funktion ist, d. h. eine solche, die nur an einzelnen Stellen 
eine sprungweise Wertänderung erleidet. 

11. VetaUgemeinerang des 8at<es det 'St. 6. Wenn eine 
trigonometridche Beihe 

Y A^ +^ C^*» ^^^ **^ + -^« ^^ ^^) 

überhaupt in einem noch so kleinen Intervalle konvergieren soll, 
so muTs sie notwendig die Eigenschaft haben, dafs lim A^ und 
lim Bn für n = oo verschwinden. Diesem von Hm. Cantor auf- 
gestellten Satze (Math. Annal. Bd. 4 u. 5) können wir eine er- 
weiterte Fassung geben ^ indem wir folgende allgemeine« Erkenntnis 
über Konvergenz tmd Divergenz unendlicher Beihen voranstellen. 
l)ie Stell(9n, an denen eine unendliche Beihe divergiert, können 
von zweierlei Art sein. Entweder wächst die Summe der Beihen- 
glieder über jed6 Grenze, die Beihe wird alsdann an dieser Stelle 
in beötimmter oder unbestimmter Weise unendlich, oder es os- 
cillieren die Werte dieser Summe zwischen endlichen Grenzen. 
Im ersten Falle kann das Mafs der Divergenz ein unendliches 
genannt werden^ im zweiten läfst sich ein endliches Mafs fixieren. 
Denn bezeiehnet man mit Sn^i die Summe det Gliedet) welche 
den Index 0^ 1, • • • bis n — 1 besitzen, und bildet man ^e Folge 
iS'n_i, iSto, jS'tt+i • ' •) so existiert eine obere Grenze Q-n und eine 
untere g^y welche von den Gliedern in dieser Folge nicht über- 
schrittet! Wird. Läfst man den Index n beliebig wachsen, so er- 
hält G-n^ indem es entwidder konstant bleibt oder nur abnimmt, 
einen Grenzwert €r\ und ebenso bekommt ffns indem ei entweder 
konstant bleibt oder nur zunimmt, einen Grenzwert g . Diese 
Werte ff' tmd g' sind alsdann die äutsersten Grenzen für die 
schliefsliche Oscillation der Beihensumme und ihre Divergenz soll 
das Mafs der Divergenz an der betrachteten Stelle heifsen. Ist 
dieses Divergenzmafs null, so konvergiert die Beihe daselbst. 
Bezeichnet man die Differenz 8n-\.k — Ä» mit Bn^jt^ so hat die 
Folge der Beste i^n,i, -^»,2 * - • die Eigenschaft, dafs ihr Betrag 
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niemals grOfser sein kann als &n — ffn- Wird also das Divefgenz- 
mafs schliefslich kleiner als eine Zahl d, so kann mCkn eine Stelle H 
ausfindig machen, von der ab die Betoräge sämtlicher Eeste Bn^k 
unabhängig von h stets kleiner bleiben als d. Eine Beihe soll in 
einem Intervalle im allgemeinen hmvergent heiTsen, wenn alle die 
Stellen, an denen das DivergenzmaTs gröfser ist als eine bestimmte, 
beliebig zu fixierende Zahl S in keinem noch so kleinen Teil- 
intervalle überall dicht sind. Dies besagt, dals man in unmittel- 
barer Nähe einer jeden Stelle ein Intervall bestinunen kann, so 
dafs für sämtliche Stellen in diesem Intervalle das Divergenzmafs 
gleich oder kleiner ist als S. Der Satz, welchen wir beweisen 
wollen, lautet nun: JEine trigonometrische Beihe, welche in emem 
beliebigen Intervalle im allgemeinen konvergent ist, nmfs schliefslich 
verschwindende Koeffizienten haben, d, h, es mufs lim Än== und 
lim -B„ = werden. 

Eine trigonometrische Beihe, für welche die Koeffizienten Ä^ 
und Sn nicht verschwindende Grenzwerte haben, kann zwar auch 
bei unendlich vielen Werten von x konvergieren, es giebt aber in 
jedem noch so kleinen Intervalle Stellen, an denen sie divergiert, 
und zwar mit einem Divergenzmafse, das gröfser ist als eine be- 
stimmte endliche Zahl. 

An jeder Stelle, wo das DivergenzmaTs kleiner wird als d, 
kann man eine untere Grenze für den Index n bestimmen, so dafs 
sämtliche Beihenglieder, deren Index gleich oder grÖfser als n ist, 
dem Betrage nach kleiner werden als 6, Da nun die Punkte, an 
denen das Divergenzmafs gröfser ist als d, in keinem noch so 
kleinen Intervalle überall dicht sein sollen, so kann man in un- 
mittelbarer Nähe einer jeden Stelle ein Teilintervall bestimmen, 
in welchem kein Punkt liegt, an dem das Divergenzmafs grOfser 
ist als i. Solch ein Intervall habe die Länge 26 und erstrecke 
sich von x — « bis x + e. 

Man kann dann also einen Wert fiir n bestimmen, so dal^ 
für diesen sowie für alle gröfseren Werte die Glieder: 

An COS n(x-{- e) -|- BnSian(x-\- b) 
==i (An cos fix -f- Bn Sin nx) COS ns — (-1« sin nx — J?« cos nx) sin ne , 

AnCOsn(x — fi) + Bn 8in«(a; — «) 
= (A^ cos nx + Bn sin nx) cos ns -\- (An sin nx — Bn cos nx) sin m 

beide dem Betrage nach um eine bestimmte Gröfse kleiner werden 
als 6. Es bedeutet dabei x einen Wert in beliebiger Nähe einer 
jeden Stelle, € irgend einen Wert innerhalb des konstruierten Inter- 
valles. Zu jedem Werte von s kann eine andere Grenze für n 
gehören; es ist noch nicht gesagt, dafs bei jedem Werte von e 
derselbe Wert von n ausreicht. 
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Durch Addition nnd Subtraktion der beiden yorstehenden 
Oröiüsen erkennt man, daJfo auch jede der Grölsen 

(An cos wa: + ^n sin nx) cos nc nnd (An sin nx — Bn cos nx) sin ne 

jedenfalls kleiner sein mnlB als 2^. Multipliziert man die erste 
Gleichung mit sinno; sinne, die zweite mit cosno; cos na, so findet 
man durch Subtraktion, dafs BnSm2ns und analog, dafs J^cos2n£ 
kleiner werden als 4^ = d", also kurz gesagt kleiner gemacht 
werden können als eine beliebig vorgegebene Zahl 6\ Setzt man 
26 = or, so wird also für alle Werte von a in einem bestimmteii 
Intervalle, dessen Grenzen wir mit a und h bezeichnen wollen, 
lun BnSmna und lim ^ cos na kleiner als ö\ Für jeden Wert 
von a innerhalb des angegebenen Intervalles muJGs also die Beihe: 

[Bn sin ncc\ , • • -'[Bn^k sin (w + ä) a] , • • • 

schliefslich nur Glieder enthalten, deren Betrag kleiner ist als S\ 
und dies kann, wie nun bewiesen werden soll, nicht anders erMt 
sein, als wenn für einen bestimmten Wert von n an sämtliche 
EoefGizienten 

dem Betrage nach kleiner sind als S\ 

Denn nehmen wir an, dafs dieses nicht der Fall ist, so kann 
man aus dieser Eeihe eine andere herausheben: 

deren Glieder sämtlich gleich oder gröfser sind als d\ Dann 
liefse sich aber auch in dem angegebenen Intervall ein Wert a 
fixieren, für welchen ]im[BnSiana] nicht kleiner wird als ö\ 
Aus der Beihe der wachsenden, ganzen Zahlen %, ng, - * * nt, ■ " 
hebe man eine neue Beihe heraus: n^\ n^\ • • • n/, • • • so dafs die 
Produkte w/a, w^'a, • • • n/a • • • insgesamt von einem ungeraden 

Vielfachen von — um weniger als eine beliebig kleine Gröfse ij 

abweichen. Wenn dieses möglich ist, so difiTeriert auch sinna 
beliebig wenig von dem Werte + 1 ? "o^^ also der Betrag von 
Bn'sinna beliebig wenig von einem Werte, der gleich oder größer 
ist als ö\ 

Man setze: 


oder: 


^<^>yi^ — n ^d Wia<2/iT- + ^ 


<«< 
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y^ bezeichnet eine ganze ungerade, zunächst noch unbestimmte 
Zahl. Der Wert von a fUUt in das gegebene Intervall von a 
bis &, wenn: 

2/1 Y — ^ 2/1 Y + ^ 

ist, oder 

(fha + 7i) — <y^<(n^h — ri)—' 

Dieses Intervall enthält sicherlich eine ungerade Zahl y^^^ wenn 

[^(6_a)-2i,]|-^2, also n, ^ ^^±^ 

gewählt ist. Durch diese Forderung ist nur eine untere Orenze 
für die zu bildende Beihe n' fixiert, und in diesem umstände liegt 
der Kern des ganzen Beweises. Hat man also aus der Eeihe 
^1) ^7 * * * ^^® ^^^ %' ^^^ demgemäfs ^^ diesen Ungleichungen 
entsprechend fixiert, so ist cc auf das Intervall beschränkt, das 
kurz mit 

7t 7t . • 

Vi-^ — n ^ Vi-^ + n 

a = 7 — , h' = ; 

bezeichnet sei und die Läncre — r bat. In diesem Intervalle können 

wir nun wiederum et so aussuchen, dafs for einen Wert n^ , welcher 
gröfser ist als n^ und in der Beihe n^y n^^ - - * n^' • ' vorkommt, 
die Ungleichung besteht: 

7t 7t , 

y« Y — ^ Vi-^ + n 
— :r-7- — <«< — —i 

Die tmgerade Zahl y^ muTs der Bedingung genügen: 

«a' +ri) — <y^< «?>' — ^) - , 

und dieses Intervall enthält sicherlich eine ungerade Zahl, sobald: 

[<(6'-a')-2^]A^2 oder <^(^ = ^V) 

gewählt ist. Auf diese Weise erhalten wir nun eine tmtere Grenze, 
nach welcher ti^' &^s der ursprünglichen Beihe %, ^2» * " ^^ wählen 
ist, und nachdem y^ der obigen Ungleichung gemäfs fixiert ist, 
bleibt der Wert von a noch innerhalb eines Intervalles von der 

Länge —r willkürlich. In diesem Intervalle kann man ein neues 

bestimmen, so dafs für eine Zahl n^ > n^ das Produkt n^a von 

— _ 7t 

einem ungeraden Vielfachen y^ von -^ um weniger als e differiert, 
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und indem man diesen Prozeijs fortseiet, gewinnt man als Grenze 
eine Stelle a, für welche: 

fi^'«, Wj'«, «j'a, • • • 

der aufgestellten Forderung stets genügt, so daijs auch die Be- 
träge Yon 

^„^'sinwi'of, JJn^'sinWj'a, jB,^' sinWg'a, • • • 

um eine heliehig kleine Gröfse "von 6' unterschieden sind. Es 
wird also lim J?» sin ^a nicht xun eine bestimmte Gröfse kleiner 
als d\ d. h. die Beihe müfste in jedem noch so kleinen Intervalle 
ein Divergenzmafs besitzen, das gleich oder grölser ist als 6'] 
sie w&re dann nicht unserer Definition entsprechend im allgemeinen 
konvergent. In derselben Weise ist der Beweis für die Koeffi- 
zienten An zu fahren. 

Soll eine Funktion f{(io)j welche durch eine trigonometrische 
Beihe definiert ist, zugleich auch integrierbar sein, so mufs diese 
Beihe auch im allgemeinen konvergieren. Denn anderen Falles 
würde die Funktion f(x) in jedem kleinsten Intervalle unbestimmt 
werden, und die Schwankungen der Funktion, d. h. die Differenz 
der verschiedenen Werte, welche man an solch einer Stelle dnrcli 
fortgesetzte Summation der Beihenglieder erhält, bliebe dabei 
grölser als eine endliche Zahl d\ Bei einer integrierbaren Funk- 
tion aber müssen alle die Stellen, an denen die Schwankungen 
gröfser sind als eine endliche Zahl 6\ sich in Intervalle ein- 
schlielben lassen, deren Summe beliebig klein wird, sie können 
also nicht überall dicht über ein noch so kleines endliches Intervall 
verteilt sein. Sonach hat man den Satz: In jeder trigonometrischen 
Beihe werden, wenn sie eine integrierbare FtmMon definiert, die 
Koeffizienten zuletzt unendlich klein y d, h, es ist lim An = und 
lim-B„ = für w=cx). 

12. Zweimalige Integration der Fouriersohen Beihe. 
Die zweite von Biemann (Ges. Werke, pag. 231 ff.) erkannte Eigen- 
schaft einer jeden trigonometrischen Beihe, deren Koeffizienten zu- 
letzt unendlich klein werden, ist die folgende: 

Bildet man aus der Beihe: 


n=co 


Y Ji^ + ^ i-^n cos nx + JBn sin w*), 

deren Wert an jeder Stelle, wo sie konvergiert, mit f(x) bezeichnet 
sei, durch zweimalige gliedweise Integration die Beihe: 

ns=oo 

l^^o^^ — ^ -^(Äncosnx + jBnSinwaj), 


n=l 
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so konvergiert diese Beihe bei allen Werten von x und stellt im 
Intervalle von — it bis + ä eine stetige Funktion F{pc) dar. 
Diese stetige Funktion hat erstlich die Eigenschaft, daTs: 

wird bei allen Werten von rr, an denen /"(a?) einen bestimmten 
Wert hat, und dafs dieser Grenzwert jedenfalls innerhalb der 
Schwankungen des Beihenwertes liegt an einer Stelle, an welcher 
die Beihe divergiert; femer die Eigenschaft, dafs: 

lim ■F(a^ + 2tt)-2F(a;) + F(a;-8«) ^ ^ 

wird bei aUen Werten von x. 

Die Konvergenz der neuen Beihe und ihre Stetigkeit erkennt 
man, wenn man die Summe aller Glieder bis einschliefslich derer 
mit dem Index n durch JV, den Best der Beihe, d. h. 

Ä;=Qo 
^J P ('^* ^^^ ^^ "f" "^^ ®^ ^^) 

mit i2, und den gröfsten Wert von -4* cos Äa; + -^* sin Ärr für Ä;>w 
mit 6 bezeichnet. Alsdann bleibt der Betrag des Bestes offenbar 
kleiner als: 

^ L(w + 1)2 + (n + 2)* "^ (n + 3)2 "^ J ^ ¥ ' 

und kann also in beliebig kleine Grenzen eingeschlossen werden, 
wenn man nur n hinreichend grofs nimmt. Die trigonometrische 
Beihe ist demnach bei allen Werten von x eine gleichm&fsig kon- 
vergente, und daraus folgt dann auch, dafs F{x) stetig ist. Denn 
man kann die Differenz F{x + Aäj) — F{x) beliebig klein machen, 
wenn man zuerst n so grofs wählt, dafs 22, welche Werte auch 
X und n; + Ao; haben mögen, beliebig klein ist, und alsdann hx 
so fixieren, dafs auch die Differenz der Werte von N für x und 
ä; + Aa? beliebig klein ist. 

Man bilde den Quotienten: 

F{x + 2a) — 2JP(aj) + F{x — 2a) 

4a« 


= Y A + ^ (^» cos waj + Bn sinwÄj) (^^^) 
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Wenn nun: 

n=ioo 

Y J[^ + ^ (An cosnx + £n sinwa?) = f(x) 

ist, wobei f(x) entweder einen bestimmten Wert bezeichnet oder 
einen unbestimmten Wert, der innerhalb des Wertevorrates der 
Beihensumme an der Stelle x liegt, so mufs sich, wenn man die 
Beihe: 

Y A) + ^ (-^* c<>s kx + Bk sin Jcx) = f{x) + e„ 
*=i # 

setzt, f&r eine beliebig gegebene Gröfse d ein Wert m von n an- 
geben lassen, so dafs, wenn w>m wird, e« < ^ wird. Wir 
nehmen nun a so klein an, dafs ma<i7t wird, und bringen femer 
mittelst der Substitution 

An cos nx -f- ^n siü nx = «n+i — f» 
die obige Beihe auf die Form: 


n=soo 


-r/ \ I ST^ r/sin(w— l)a\2 /sinnaX»-] 
«=»1 
Diese Beihe teilen wir in. drei Teile, indem wir 

1. die Glieder vom Index 1 bis m einschliefslich, 

2. die Glieder vom Index w + 1 bis zur gröfsten unter — 
liegenden ganzen Zahl, welche s heifsen möge, 

3. die Glieder vom Index 5+1 bis cx) 

zusammenfassen. Der erste Teil besteht aus einer endlichen An- 
zahl stetig sich ändernder Glieder und kann daher seinem Grenz- 
werte null beliebig genähert werden, indem man a hinreichend 

klein werden läTst; der zweite Teil ist, da der Faktor von Sn, 

sin äc 
beständig positiv ist, indem in den ersten beiden Quadranten 

X 

eine durchaus abnehmende Funktion ist, offenbar dem Betrage 

nach kleiner als: 

j. r /sin w a\ 2 /sin s a\ ^n 

L\ ma / \ sa / J 

Im dritten Teile endlich zerlege man das allgemeine Glied in 

Ksin (n — » 1) a\ 2 /sin (w — 1) a\ 2-| 

und 

rin {n — 1) a \ 2 /sin na\ 2-] sin (2 » — 1) a sin a 


r /sin (n — 1) a \ 2 /sin na\2-i sii 

L( — ^^^—} - (-^) ] = -*"- 


(wa)* 
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so leuchtet ein, dafs dieses Glied kleiner ist als 

und folglich die Summe von w==s + l bis w = cx) kleiner ist als 

^j^ + i.-]. 

Ls* a* ' 8ocJ 

Dieser Wert geht, da s die gröfste unter — liegende ganze 
Zahl bedeutet, für ein unendlich kleines a über in 


Die Beihe 

n=oo 
«=1 


Ksin (n — 1) a\ * /sin w a\ ^n 


nähert sich daher mit abnehmendem a einem Grenzwert, der nicht 
gröfser als 

sein kann, also da ö beliebig klein gemacht werden kann, null 
werden mufs, und folglich konvergiert 

F{x + 2a) — 2F(x) + F{x — 2 tt) 

welches gleich 

r,/ \ I "^ r/sin(W— 1) a\2 /sinna\ä-] 

ist, wenn a nach null konvergiert, gegen /*(x), womit die auf- 
gestellte Eigenschaft bewiesen ist; f(x) bedeutet dabei einen Wert 
innerhalb des Wertevorrates der ursprünglichen Beihe an der 
Stelle X, also, wenn die Beihe an dieser Stelle konvergiert, diesen 
Grenzwert selbst. 

Es soll nun noch gezeigt werden, dafs 

,. F{x + 2a)'-2F(x) + F{X'-2a) 

null wird und zwar gleichmäfsig nach null konvergiert, d. h. bei 
allen Werten von x durch Wahl eines hinreichend kleinen Wertes 
von a kleiner gemacht werden kann als eine beliebig vorgegebene 
Zahl. Um dieses zu beweisen, teile man die Beihe 

n=oo 

Y ^0 + ^ (^n oosnx + Bn sin Wir) (^^^) 

n=:l 
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in drei Oruppen, Ton denen die erste alle Glieder bis zu einem 
festen Index m enthftlt, von dem an die Koeffizienten A^ und Bn 
immer kleiner als s bleiben; die zweite alle folgenden Glieder, 
für welche na gleich oder kleiner ist als eine feste Gröfse c, die 
dritte den Best der Beihe umfafst. Die Summe der ersten end- 
liehen Gruppe bleibt endlich, d. h. sie ist bei allen Werten von x 
'kleiner als eine endliche Zahl Q, Die Summe der zweiten Gruppe 
ist kleiner als 

^J \ na / 

m-l-l 

Die Anzahl der Glieder in dieser Summe ist kleiner als s^ 

und daher ist diese Sunune kleiner als 2 € — Die dritte Summe 
endlich ist kleiner als 

^^ \ na I ^J n*a* ac 

Folglich bleibt 

l.(. + ^«)-2^j^) + ^(^-^<») ^3|-^^^ae(c + i-)] 
bei allen Werten von x^ woraus der behauptete Satz folgt. 

13. Der zweite mittlere DifferentialquotieiLt. Anf Grund 
des Ergebnisses in dem letzten Paragraphen hat man nun das 
Problem zu behandeln (du Bois-Beymond, Abhandlungen der 
k. bayerisch, Akad. der W., 11. Kl., Bd. 12): Wenn man von einer 
in einem bestimmten Intervalle stetigen Funktion J^(^) weifs, daijs 
ihr zweiter mittlerer Differeutialquotient, nämlich; 

,. F(a; + Aj)--2F(a;) + F(a: — Aa;) t^*F{x) 
lim T — ö == — -2 — ä — 

an jeder Stelle gleich ist einer integrierbaren Funktion f{x)^ d. h. 
an allen Stellen, wo die Funktion f{x) einen bestimmten Wert 
hat, ebenfalls diesen Wert besitzt, an denjenigen dagegen , wo f{x) 
unbestimmt zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen ist, einen 
bestimmten oder unbestimmten Wert besitzt, der innerhalb der 
nämlichen Unbestimmtheitsgrenzen liegt, kann man dann um- 
gekehrt von der Funktion "Fix) behaupten, dafs sie sich durch 
zweimalige Integration aus f{x) ableiten läfst, dafs also die 
Gleichung, besteht; 

F{x) = F^{x) + Ca; + C\ 
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wobei 

X 

a 

€ nnd C' bestiininte Konstanten sind, nnd a eine willkürlich 
äderte Gröike beseiclmet? 

Die angeworfene Frage ist leicht za entscheiden, wenn wir 
annehmen, dais die Funktion f{x) eine im allgemeinen stetige 
Funktion ist, die nur an einzelnen Stellen eine sprungweise ün- 
Stetigkeit erleidet; für den allgemeinsten Fall, in dem Ton f(z) 
nur bekannt ist, dals es eine integrierbare Funktion ist, die also 
auch unendlich werden kann, ist die Beantwortung schwieriger. 

14. Ein HülfbaatE. Wir stellen folgenden Hülfssatz voraus: 

Weif 8 man von einer stetigen Funktion q>(x)^ dafs inner- 
hoXb eines gegebenen IntervaUes der etceite mittlere Di^erential'' 
Quotient an ätten Stellen den Wert nuU Just, so ist q>(x) eine 
lineare Funktion von x mü konstanten Koeffizienten, 

Das gegebene Interyall erstrecke sich Ton x ^= a bis x ^='b\ 
man bilde: 

t/;(a?) = q>{x) — q>{a) — |^ [9(&) — <p(a)] 

nnd 

wobei t eine beliebig kleine positire Zahl bedeutet. Es ist nun 

X{x+Ax)—2z{x)'}-t(x—Ax) . (p{x+Ax)—2q>(x) + qf(x-£ix) , ^ 

ein Wert, der an jeder Stelle des für g>(x) gegebenen Intevalles 
schliefslich positiv wird für Ao; = 0, denn der Differenzenquotient 
der Funktion g>(x) wird durch Wahl von Ao; beliebig klein. 
Hieraus folgt, dafs die stetige Funktion x(a;), welche an den 
beiden Endpunkten des IntervaUes a und b den Wert null hat, 
im Innern des IntervaUes kein Maximum besitzen kann. Denn 
wenn x^ eine SteUe bezeichnet, an welcher dieses Maximum Hegt, 
so ist 

%(x^ + Ax) — x(x^) < 0, x(«i — ^^) — %M £ 0; 
es wird dann 

X(x^ + Ao?) — 2x(x,) + x(^i — ^^) £ 0, 

nicht aber positiv; daraus folgt, daüs die stetige Funktion x(x) 
im ganzen IntervaUe von a bis b nicht positiv werden kann; 
also ist: 

Serret, Diif.- u. Integral -Bechnung. II. 3. Aufl. 26 
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± ^(^) — y (^ — ö) Q> — ^) < 

oder: 

±^(x)<±(x-a)(b-x)<-^(b-ay. 

Da ö beliebig klein ist, so folgt hieraus, dafs auch der 
Betrag yon g>(x) beliebig klein wird, d. h. dafs 

q>(x) = q>(a) + |^ [<p(l)) — g)(a)] 
ist. 

15. Folgerung. Bezeichnet man nun die Differenz zwischen 
den im § 10 definierten Funktionen F(x) — J^i(^) niit ^(a?), 
so ist: 

Imi . , = hm — . , — Imi — . , , 
Ax^ Aas" Aa?" ' 

und es wird: 

Jx 


_ f{x-\-QAx) + /'(a;--9Aa?) 

wenn man mit f{x-\-B^x) und f{x — ÖAo?) mittlere Werte be- 
zeichnet, welche innerhalb der Werte der Funktion f{x) in den 
Intervallen von a? bis a; + ^^ ^"^^ a? bis a? — Aa? gelegen sind. 
Betrachtet man zunächst solche Intervalle, in denen die Funktion 
f{x) keine sprungweisen Wertänderungen erleidet, vielmehr durch- 
aus stetig ist, so wird fcb: jede Stelle in denselben: 

Aaj* Aaj' Aä* 

= ^(^) _ lün A^ + lMiA^Il^M, 

also gleich null; mithin ist in jedem dieser Intervalle die Differenz 

Fix) - F,(x) 

eine lineare Funktion: Cx -\- C\ 

Betrachtet man aber ein Intervall, in welchem die Funktion 
f(x) eine sprungweise Wertänderung erleidet, während sie zu beiden 

Seiten dieser Stelle stetig ist, so wird auch hier überall lim ^-^ 

A' F(x) 
gleich null; denn an der Sprungstelle x^=^c ist lim — a \ gleich 

i^X 

Y^f(c+0)+f(c—0)l und denselbenWert erhält auch lim^^^* 
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16. Anwendung auf die trigonometrisohe Beihe. Diese 
Ergebnisse fahren zu dem Satze: Ist dnrch die trigonometrische 
Beihe 

Y Äq +^ (-^ cosnx + Bn sinnx) 

1»=:1 

eine im Intervall yon — n bis 4~ ^ ^ allgemeinen stetige Funk- 
tion f(x) definiert, welche nur an yereinzelten Stellen sprangweise 
ünstetigkeiten erleidet, so besteht bei allen Werten yon x die 
Gleichung: 


«SS OD 


■jÄQX^—^-i(Än008nx+BnSmnx)= f f(y)(oi>—y)dy+Ox'\' C\ 

Bezeichnet man das Integral auf der rechten Seite kurz mit 
Fi(x)j so folgt, weil die auf der linken Seite stehende Sunmie 
eine periodische Funktion mit der Periode 27t ist: 

F^(x + 27t) + C(x + 27r) + C — -^ Äq(x + 27c)« 

= F,(x) + Cx+0'-j^Ä,x' 

oder 

Fj^(x + 27t) = F^(x) — 2 Ctu + A^(x7t + tc*), 

und weil für x = — 7t die Funktion F^ (x) verschwindet, so ist 

F^(7t) = — 2C7t. 

Aus derselben Gleichung folgt, wenn man sie nach x diffe- 
rentiiert: 

F,'(x + 2«) = F,\x) + ^«, 

also für X = — 7t: 

F^{7t) = F/(— 7t) + A^7t = A^7t. 

Da die neu gebildete Beihe eine gleichmäfsig konvergente 
ist, so kann sie gliedweis integriert werden. Man findet sonach 
die Belationen: 

/ [^i(^) + ^^ + C^'] ^^nxdx = — ^ Bn7t, 

denn es ist 

26* 
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a;cosn;e(2a; 


r - g'coe nan . 2 ra; lin na;" j ^ t - 


sin «a; (Ja; = 
und 
J[F^(x) •^Cx+ C] cosnxdx -c _ i^ ^« + (— l)" ^*, 

denn es ist: 

r « , ra;*8inna:-| 2 /* . _ 

I a;'co8wa;aa;= 1 xBinnxdx 


-« -« -_;, 


Die Funktion F^(x) besitzt eine stetige Ableitung und sonach 
wird yermitteist teilweiser Integration das erst« Integral gleich: 

^-^lF,{x) + Cx+C']] + lßF,\x) + C] cosnxdx. 


^ -n 


Aber auch dieses Integral l&ist die teilweise Integration zn, 
weil F^'(x^ stetig ist, und die integrierbare Ableitung f(x) be- 
sitzt; demnach folgt: 

->.«=[-?2i!!f[F,(^)+Cx+C']]-[«^[J'/(x)+C]f 

— Ä -7t 


-i./>(-) 


^ sin na? (2a;. 

— Ä 

Die Werte in den Klammem yerschwinden, und man erhält: 


^--iA^ 


— / ^(^) sin »a? da?. 
Auf ähnliche Weise findet man: 

Än = — / f{x) cosnxdx. 
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Sonach ist der Satz bewiesen: Ist dwrch eine trigonometrisdie 
Itethe eine im aUgememen stetige Ftmk^on f(x) definiert, welche mur 
an vereimeUen Stellen eine sprungweise Wertänderung besUsft, so ist 
die Eeühe eine Fouriersche, 

Bemerkung. Um den Satz in seiner allgemeinsten Fassung 
zn beweisen^ d. h. nur unter der Voraussetzung, dafs die Funktion 
/(oj), welche durch die trigonometrische Reihe definiert ist, inte- 
grierbar ist, woraus nach § 8 hervorgeht, dafs die Koeffizienten 
der Reihe zuletzt unendlich klein werden, muTs man wiederum 
den Nachweis fuhren, dafs die durch zweimalige gliedweise Inte- 
gration aus der gegebenen abgeleiteten Reihe gleich 




— n 


wird. Alsdann bleiben die weiteren Schlüsse des letzten Para- 
graphen bestehen. Zu dem Zwecke hat man den Satz zu be- 
weisen: Wenn eine stetige Funktion die Eigenschaft hat, dafs 

A*F(x) 
ihr zweiter mittlerer Differentialquotient lim ^ gleich wird 

einer integrierbaren Funktion /'(o?), die zugleich auch Stellen 
besitzen kann, an denen sie unendlich wird, so ist F{ic) durch 
zweimalige Integration aus f{x) bis auf eine lineare Funktion dar- 
stellbar. Dieser Satz läfst sich in der That beweisen, wenn, was 

A^F(x) 
hier der Fall ist, die Bedingung hinzukommt, dals lim — ^ 

allenthalben gleich null wird, und wenn noch die Voraussetzung 
gemacht wird, dafs die ünendlichkeitsstellen der Funktion f(x) 
isoliert sind, oder nur eine „abzahlbare*^ Menge bilden. (Math. 
Annal. Bd. 23, pag. 266, Bd. 24, pag. 246.) 

Ebenso kann man den in Nr. 10 erwähnten Satz beweisen: 
Wenn eine Fouriersche Reihe, deren Koeffizienten mit den Inte- 
gralen einer Funktion f(x) gebildet sind, schliefslich yerschwindende 
Koeffizienten erhält, so stimmt der Wert der Reihe überall, wo 

sie konvergiert, mit dem Werte -ö" [/^(^ "f" ^) H" /^(^ — ö)j überein, 

vorausgesetzt, dafs dies überhaupt ein bestimmter Wert ist, und an 
jeder Stelle, wo die ursprüngliche Reihe divergiert, jedoch mit end- 
lichem Divergenzmafse, liegt der Wert von — [f(x'^0)-\'f(x — O)] 

innerhalb der Schwankungen der Reihe an dieser Stelle, oder die 
ünbestimmtheitsgrenzen dieses Ausdruckes fallen nicht aufserhalb 
der Schwankungen der Reihe. 

Endlich kann man auch das allgemeine Theorem beweisen: 
Eine Funktion f(x)^ welche durch eine trigonometrische Reihe, 
deren Koeffizienten zuletzt unendlich klein werden, definiert ist, 
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kann nicht durch eine andere von dieser verschiedene, trigono- 
metrische Beihe dargestellt werden, wenn man yon diesen beiden 
Reihen entweder verlangt, daüs sie bei allen Werten von x über- 
einstimmen sollen, oder auch nur, dafs ihre Differenz im allgemeinen 
null ist, und erstlich nur an Stellen, welche eine diskrete Menge 
bilden, endlich und dem Betrage nach gröfser ist als eine beliebig 
kleine endliche Zahl 9 (resp. zwischen ünbestimmtheitsgrenzen liegt, 
deren Beträge gröiser sind als d\ zweitens nur an Stellen, welche 
eine reä/Mible Menge bilden, unendlich wird (resp. zwischen Un- 
bestinmitheitsgrenzen liegt, deren Betrag unendlich .grofs wird). 

17. Die Fouriersohe IntegralfonneL In Nr. 9 baben wir 
gewisse Bedingungen erkannt, unter denen eine im Intervalle von 
— «bis -f- « irgendwie definierte, integrierbare Funktion f(x) 
durch eine Fouriersche Reihe von der Form: 

r— I f(a)da'\ — ^^ ao^Tcx j f(a)cosJeada'{'aiakx j f(a) sinX^a^ 

dargestellt werden kann, so daüs bei jedem Werte von x inner- 
halb dieses Intervalles die Reihe entweder den Wert f(x) oder 

den Wert ^ [f(j^ + Ö) + fi^ — ^)] erhält. Kehren wir nun zu 

der in Nr. 5 genaimten allgemeinen Voraussetzung zur&ck, dajjs 
eine Funktion f(js) im Intervalle von — l bis + ? gegeben ist, 
so erhalten wir für diese Funktion unter denselben Bedingungen 
eine trigonometrische Darstellung, indem wir 

substituieren. Alsdaim wird 
und *— ^ 

— 7t —7t 1 

=— I q>(x)cos1cxdx = — //'(—) coskxdx=j 1 /*Wcos-y-djer, 

— 7t —7t —l 

4-Ä +Ä -j-Tt 

Sk=^— I q)(x)smkxdx = — //*(—) sm1cxdx=-f j f{x)mi-^dz, 

^7t —7t —7t 

folglich: 
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(1) 


1 /' 

, 1 ^7 knz A/ N Jena, . . kns /V./ x . kna 


da 


Ist die Funktion f(js) so beschaffen, dafs sie im Intervalle 
von — Z bis dieselben Werte wie im Intervalle von -f- ? bis 
bat, so werden die Integrale Bk = 0, und die Gleichung reduziert 
sich auf die Form: 


(2) 


-^cos 


*='i 


Ist aber /*( — z) = — f(0) , so werden die Integrale Äk = 0, 
und man erhält: 


(3) 


f(z) = 7-^ sin -^ //(«) sin -^ e^a. 


Diese Darstellungen einer sogenannten willkürlichen Funktion 
beziehen sich inuner auf ein endUcJies, wenn auch beliebig grofses 
Intervall. Es entsteht daher schliefslich noch die Frage, ob man 
auch f&r eine Funktion, die fär das ganze Intervall von a?»s — 00 
bis a; = -|- cx> irgendwie definiert ist, eine einheitliche analytische 
Darstellung dieser Art gewinnen kann. In der That läfst sich 
dieselbe zunächst durch eine naheliegende SchluTsfolgerung ver- 
muten und sodann streng beweisen.*) Man setze: 

//*(«) cos qada = q> (q) , /?(«) sin qada = ilf (q) , 


— Ä 


femer: 


— I 


-=- = , also -T- = — , 


l 


l 


80 erhält die Reihe (l), in welcher x statt z geschrieben wird, 
die Form: 

f(x) = ^ 9>(0) +2 i [ooB(kx8)q>{kd) + sm{kx8)^(ki)]. 

*) Ich befolge dabei im wesentlichen die Methode, welche Herr 
€. Neumann in seiner Schrift: Über die nach Kreis-, Eu^l- mid 
Öjlinder- Funktionen fortschreitenden Entwickelmigen (Leipzig 1881) 
pag. 54 — 70, ausgebildet hat. 
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Lftljst man nun l unbegrenzt wachsen, wobei d nach null 
konyergiert, so steht zn erwarten, dals die Smnme rechts über- 
geht in das bestimmte Integral 


00 




oder weil far ls=s oo: 


^J [eos(qx) q>(q) + ^(qx) ^(q)] dq, 


q> (q) —J /"(«) cos (qa) da , t|i (q) = J f(a) sin (qa) da 


OD 


wird, dafs die Gleichung besteht: 

f{x)='—ldql cos{qx)lf(a)cos(qa)da'-{'Smqxlf(a)sm{qa){da) L 

•0 ^ OD 00 / 

das heilst: 


oo 4-O0 


fix) *= — I ^Q I f{^ cos3(a; — a) da. 


OD 


Diese Gleichung, die Fouriersche Integralformel ^ ist zu be- 
weisen. 

18. Weitere VeraUgemeineixuig des Satses der Kr. 6. 

Der in Nr. 6 bewiesene Satz, welcher das Fundament for alle 
diese Untersuchungen bildet, läfst sich in allgemeinster Weise so 
aussprechen: 

Ist f(x) eme in einem beliebigen aber endlichen Intervalle 
von a bis b überall endliche und integrierbare Fv/nkMon, so wird: 

h h 

lim (fix) cos nx dx und lim ff(x) sin nx dx 

a a 

fiji/r n= OO gleich wuU, wenn die Zahl n in beUebiger Weise 
Über jeden Betrag hinaus wächst. 

Denn da früher dieser Satz bewiesen wurde, falls n die 

Beihe der ganzen Zahlen durchläuft, so erkennt man leicht, 

wenn n von der Form w -f- j3 ist, wobei m eine ganze Zahl, 
ß eine Zahl kleiner als 1 bedeutet, so wird: 

ff(x) sin nx dx = ff{x) sin mx cos ßx dx -f- ffi^) cos mx sin ßx dx 

a a a 

und 
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b b b 

jf(x) cos nx dx ■= jf(x) cos mx cosßxdx — ff{^) sin mx sin ßxdx 

a a a 

und die rechten Seiten konvergieren mit wachsenden Werten von 
m nach null. 

Daraus folgt nun wie früher: Der Qremwert des Integrales 

b 




n 
a 


fü/r qz= oo hä/ngt war ab von dem Verhalten der Fwiktum f(x) 
m immittelbarer Umgebung der Stdle x^. 

Liegt x-^ aufserhalb des Intervalles Yon a bis b^ so wird 
dieser Grenzwert gleich nnll; liegt dagegen x^ innerhalb des Inter- 
valles, so wird der Grenzwert gleich: 

i \f{^i + 0) + f («1 - 0)] , 

vorausgesetzt, daJjB eine der im § 6 als hinreichend erkannten Be- 
dingungen erfüllt ist. Fällt endlich x^ mit einer der Grenzen a 
oder b des Integrationsintervalles zusammen, so ist unter denselben 

Bedingungen der Grenzwert des Integrales gleich -s- /"(<* + 0) oder 

19. Unendliche Grenaen. Der vorstehende Satz besteht 
aber auch unter gewissen Bedingungen, wenn die Grenzen des 
Integrales unendlich werden. Läüst man zuerst b unendlich werden, 
betrachtet also das Integral 


w 


^ffo^B^ä., 


SO muTs, danait der obige Satz seine Geltung behält, erstlich 
dieses Integral bei jedem endlichen Werte von q einen bestinmiten 
Wert haben, zweitens muTs, nachdem u> x^ angenommen ist, 


w 


1 r^, .sinqix-x,)^ 


U 


entweder bei festem Werte von u durch Wahl von g, oder durch 
Wahl von u unabhängig von q kleiner als eine beliebig kleine 
Gröfse ^ gemacht werden können, wie grofs auch io> u gewählt 
werden mag. 
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Für diese Forderungen lassen. sich hinreichende Bedingongen 
angeben y die in einfacheren Aussagen über die Funktion f(x) be- 
stehen. 

Erstens: Wenn /'(o?) bei beliebig wachsenden Werten Yon x 
schließlich keine Osdllationen mehr macht, sondern yon einem 
bestimmten Werte fftr x an entweder beständig wachsend, oder be- 
ständig abnehmend einer bestimmten endlichen Grenze för x = (Xi 
znstrebt, so ist nach dem zweiten Mittelwertsatze (Nr. 4): 

u u 

falls die Beträge der Funktion f(^x) im Interralle yon u bis oo 
nicht zunehmen, und 

falls die Beträge der Funktion f(x) in dem Intervalle yon u bis cx) 
nicht abnehmen. Die beiden Integrale rechts aber werden, wenn 
u fixiert ist, durch Wahl yon q beliebig klein, wie grols auch v 
gewählt ist 

Zweitens: Wenn f(x) zwar fOr x==^oo unendlich yiele Maxima 

fix) 
und Minima hat, aber _ absolut integrierbar ist. Denn es 

ist alsdann: ^ 


00 


u u 

und dieser Ausdruck wird dfürch Wahl yon u bei jedem Werte 
yon q beliebig klein. 

Drittens: Wenn f(x) f&r x = oo endlich bleibt und eine Ab- 
leitung besitzt, die im Interyalle bis o; = cx> absolut integrierbar 
ist. Denn es ist: 


W V 


also: 
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oder gleich: 

sin s! 

—— dz ist jedenfalls nicht gröfser als der 

sm z 

——dz (Nr. 471). Bezeichnet man diesen Wert mit a, 



80 ist der Betrag des zweiten Integrales kleiner als 

aßf{x)\dx, 

U 

es wird also ebenso wie das erste Integral der rechten Seite dnrch 
Wahl Yon u beliebig klein, wie grofs auch q werden mag. 

Unter gleichartigen Bedingungen fOr die nntere Grenze — (X> 
besteht daim der Satz: 

^ ^ffi") "^f -^'^^ '^^ - Y ^('^ + Q) + f^'^ - o)J 

— flo 

far jeden endlichen Wert von x^. 

20. Übergang stun DoppelintegraL Von dem behandelten 
einfachen Integrale kann man nnn leicht zu einem zweifachen Inte- 
grale übergehen. Es ist: 

/ , .- smqjx-x,) 

JcoBq(x — Xi)dq= ^Lg^ ) 



also ist: 

I f(x) dx I cos q(x — x^) dq^=^j f(x) ^^^_^ dx. 

a a 

Auf der linken Seite kann man, da f(x) integrierbar ist, die 
Folge der Integrationen vertauschen, und denmach wird: 

da a 

und folglich besteht der Satz: 

lim I dq 1 f(x) cosq(x — Xi)dx 

a 


/' 
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ist gleich null, wenn x^ aufserhalb des Intervalles yon a bis 2» 
liegt, dagegen gleich — [/"(a^ + 0) + f(x^ — O)] , wenn x^ inner- 
halb dieses Intervalles liegt. Ist a^^ »» a oder h , so ist der Grenz- 
wert bezüglich gleich —/"(a-l-O) oder -ä'fip — 0). 

Diese Formel gilt auch, wenn a und h unendlich werden, 
vorausgesetzt, dafs die Funktion f(x) im unendlichen die in Nr. 19 
als hinreichend erkannten Eigenschaften besitzt; es ist alsdann: 

asB — gD a 

Hierbei ist die Beihenfolge der Grenzprozesse zu beachten. 
Es ist zuerst das zweifache Integral zwischen endlichen Grenzen 
zu bilden, sodann sind a und h unendlich, und schliefslich q un- 
endlich zu setzen. Man kann auch zuerst q unendlich werden 
lassen, wenn man a und h so bestimmt hat, dafs der Punkt % 
eingeschlossen wird; wesentlich nach dem bisherigen Beweisgang 
aber ist, dafs zuerst das Doppelintegral mit endlichen Grenzen 
gebildet wird. 

2L Gültigkeitsbedingongen für die Fouriersohe Inte- 
gralfonneL Schliefslich bleibt nur noch die Frage: Unter welchen 
Bedingungen gilt nun auch die Gleichung: 


oe 


Y 1/(^1 + 0) + /"K — 0)] =^Jdqj fix) cosq(x — x^)dx, 


OD 


welche wir oben als die Fouriersche Integralformel bezeichnet 
haben? Setzt man: 

Jd qjfix) cosqix-x,)dx^ ü, ff(x) "^^""^^ dx = F, 

a a 

80 ist bei jedem endlichen Werte von h: 

U=Y. 
Setzt man femer: 

d qJfix) cos q {x-xC) dx = 17', Jf{x) '"J^I""^^ dx = V 

a a 

SO ist Y' =* lim F fftr 2> = oo. 

Damit nun auch die Gleichung Z7':=7' bestehen bleibe, mufs 
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CT' — limO' fftr &«=oo 
sein, d. h. es mnijs 

äq I f(x) cosq{x — x^)dx= lim 1 dq 1 f(x)cosq(x — x^) dx, 

a a 

Diese Gleichung erfordert einerseits, dais die rechte Seite über- 
haupt eine bestimmte Grenze hat, was der Fall ist, sobald sich 
eine untere Grenze u ausfindig machen läfst, so dafs für jeden 
Wert tu > w: 

q w 

ldqjf{x) cosq(x — Xi)dx 


u 


kleiner wird als eine beliebig Torgegebene Gröfse d] andererseits 
dafs 


oo 


ff(x) COS q(x — a?i) dx 


u 


ein bestimmter Wert ist, dessen Integral nach q beliebig klein 
ist, wenn u hinreichend grofs gewählt wird. Unter q ist dabei 
eine endliche bestimmte Gröfse zu verstehen. 

Auch hierfür lassen sich wiederum hinreichende Bedingungen 
angeben, durch welche die zuletzt gefundenen drei eingeschränkt 
werden. 

Erstens: Wenn f(x) bei beliebig wachsenden Werten von x 
schliefslich keine Oscillationen mehr macht, sondern von einem 
bestimmten Werte filr x an entweder beständig wachsend oder 
beständig abnehmend für x = oo nach null konvergiert und dabei 
integrierbar ist. Denn alsdann ist 

10 tt-j-0(tO — u) 

j f(x)coBq{x — x^)dx = f(u) j cosq(x — Xi)dx 

u u 

«-f-e(io — w) 
also « 
J dqj f{x)cosq(x—Xi)dx=f(u)J [ ^^ \ ' ^ -jdq 

Ott o 

'Xu-\-Q(vo — u) — Xj} 




9(m— «x) 
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Dieser Wert ist, wie grois anch w werden mag, jedenfalls 
kleiner als 

n 

nnd wird also mit f(u) kleiner als jede Toigegebene OrOlse. Des- 
gleichen ist anch nach dem ersten Mittelwertsatze: 

00 OD 

ff(x) eosq(x — Xj)dx = M[cosq(x — apj] ff{x)dx^ 

U M 

also dem Betrage nach nicht grOlser als 

\ff(x)dx\' 

u 

Zweitens: Wenn f(x) zwar fftr o; »» oo unendlich viele 
Maadma nnd Minima hat, aber dabei absolnt integrierbar ist. 
Denn alsdann ist: 

W 00 

f f(x) cosq{x — %) dx <C I f(x) dx. 


u 


Drittem: Wenn f{x) eine stetige Funktion ist, die für 
d? s^ cx> nach null konyergiert und deren Ableitong f'{x) absolut 
integrierbar isl Denn es ist: 


tO 10 w 


Jf{x)<^o^q{^x^^;)dx=[f{xf^^^^ 


u «* 


also: 


% u 

/to 
— / f\x) sing'(aj — Xj) dx. 

u 

Die beiden ersten Terme rechts werden mit f(u) und f{fv) 
beliebig klein, der dritte ist gleich: 


v> q 

ff'{x)dxj^ 


Bmq(x-x,)^^^ 
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also kleiner als das Prodnkt Ton 


w 


J\f\x)\dx mit f^äe, • 

u 

welches durch Wahl von u beliebig klein wird. 
Desgleichen ist: 

00 OD QO 

I f{x)GOsq{x — Xj)dx==[f(x) — ii-^H^J — — / f(x)Biaq(x — x^)dx. 

u ** u 

^^^ sin Q (ijs — — X ^ 

Der absolute Wert von — ^ — ist bei allen Werten 

a 

von q nicht grösser als eins, also wird die rechte Seite dem Be- 
trage nach nicht gröfser als 

f(u)-{-f\f'(x)\dx. 

Ist solch eine Bedingung auch für x = — oo erfüllt, so be- 
steht die Gleichung: 

Konvergiert nun q nach unendlich, so geht die rechte Seite 
in den Wert y {f(x + 0) + f(x — 0)] über, weil mit den Be- 
dingungen dieses Paragraphen zugleich die Bedingungen im § 17 
erfüllt sind. Sonach wird auch 

00 +00 

^J ^ V ^^^^ cos g(a? — ÄJi) dx ^ ^ ^(^i + O) + /"K — 0)]. 

00 

unter den als ausreichend erkannten Bedingungen für die 
Giltigkeit dieser Gleichung wollen wir die beiden nochmals hervor- 
heben, die für die Anwendung am wichtigsten sind. Die Fourier- 
sche Integralformel gilt bei jedem Werte von x: 

1. für jede stetige Funktion, die im Intervalle von — cx) 
bis -|~ ^^ ^^ keiner Stelle, auch nicht im Unendlichen, 
unendlich viele Maxima und Minima hat und im ganzen 
unendlichen Intervalle integrierbar ist (solch eine Funk- 
tion verschwindet für a? = + oo); 

2. für jede stetige Funktion, die für a? = + cx> den Wert 
null hat und deren Ableitung absolut integrierbar ist. 
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22. SpeaialiBieniiig der FoxmeL Die allgemeine Fonnel 
erhält eine speziellere Form, sobald f{x) entweder eine gerade 
oder eine ungerade Funktion ist; denn schreibt man dieselbe in 
der Form: 

oe -4-00 

\ äq^l fix) (cos qx cos qx^ + sin qx sin qx^ dx 
80 folgt: Ist /■(«) = /■( — x) , so wird fttr «^ > 0: 

00 OD 

— / dq cos qx^j f{x) cos qxdx^^-j I/'^i + ^) + ^(^i — ^)] » 
und ist f{x) = — /"( — ä), so wird fOr x^ > 0: 


00 00 


— / dq sin qx^J f(x) sin qxdx = Y ^(^i + ^) + K^i — ^)] • 
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Erstes Kapitel. 

405. Seite 8, Zeile 4 v. u. Hier ist von dem Satze der 
gleichmärsigen Stetigkeit Gebrauch gemacht. Siehe z. B. 

Genocchi-Peano, Nr. 21, Satz VH. 
Vergl. auch die Bemerkungen zu Nr. 547. 549. 576. 

406. Seite 10, Zeile 1 ff. v. o. Der Beweis des hier be- 
nutzten Satzes findet sich z. B. bei 

Genocchi-Peano, Nr. 14, Theorem VL 

406. Seite 10, Zeile 16 v. u. Dafs der Grenzwert in der 
That von der Einteilung unabhängig ist, wird bei der analogen 
Betrachtung für das Doppelintegral noch genauer ausgeführt, vergl. 
Nr. 576. 

4U. Seite 17, Zeile 12. Die hier benutzte Summenformel 
findet man z. B. bewiesen bei 

B. Baltzer, Die Elemente der Mathematik, Erster Band, § 28. 

417. Interessante Relationen for Integrale der Form J^gipo) dXj 

wo g(x) eine ganze rationale Funktion bedeutet, findet man bei 

0. Hermite, Cours d'analyse L Paris 1873. 

428. Vereinfachte Beweise für die Transcendenz von e und tc 
wurden gegeben (Math. Ann. 43): 

E. Hurwitz, Beweis der Transcendenz der Zahl e, 

D. Hilbert, Über die Transcendenz der Zahlen e und tc. 

P. Gordan, Transcendenz von e imd 7t. 

Zweites Kapitel. 

433 — 440. Die Frage, unter welchen Umständen das Inte- 
gral einer algebraischen Funktion sich auf bekannte Transcendenten 
zurückführen lälst, ist seit Euler vielfach behandelt worden. Man 
vergleiche das Beferat von 

0. Brill und M. Noether, Jahresberichte der deutschen Math.- 
Ver., Bd. 3, 
welches eine Übersicht über die einschlägigen Arbeiten und zugleich 
eine allgemeine geometrische Auffassung dieser Frage giebt. 

Serret, Diff.- n. Integral-Bechnimg. IL 2. Anfl. 27 
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441 — 452. Von Lehrbüchern über die elliptischen Funktionen 
sind u. a. zu empfehlen: 

a) für numerische Rechnung: 

E. Schellbach, Die Lehre von den elliptischen Integralen, Berlin, 

1864. 
M. Legendre, Trait^ des fonctions elliptiques IE, Paris 1826. 

b) Theoretische Behandlung nach Abel und Jacobi: 

H. Dur^ge, Theorie der elliptischen Funktionen, Leipzig 1861. 
Ch. Hermite, Note sur la theorie des Fonctions elliptiques, 
Paris 1894. 

c) Behandlung nach Cauchy: 

M. Briot et M. Bouquet, Theorie des fonctions doublement 
periodiques. Paris 1859. 

d) Behandlung hauptsächlich nach Biemann. 

E. Bobek, Einleitung in die Theorie der elliptischen Funktionen, 

Leipzig 1884. 
H. Burkhardt, Elliptische Funktionen, Leipzig 1899. 

e) Nach Weierstrafs: 
Die Formelsammlung: 

H. A. Schwarz, Formeln imd Lehrsätze zum Grebrauch der 
elliptischen Funktionen, Göttingen 1885, 
und als Eommentare dazu: 

J. Tanne ry -Molk, J^lements de la theorie des fonctions ellip- 
tiques, bis jetzt 3 Bände, Paris 1893 — 98, 
P. Appell- E. Lacour, Principes de la theorie des fonctions 
elliptiques, Paris 1897. 
für die Anwendungen: 

G. H. Halphen, trait^ des fonctions elliptiques et de leurs appli- 
cations, Paris 1886 — 93. 

f) für die Beziehungen zur Zahlentheorie (nach Eronecker): 
H. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, 

Braunschweig 1891. 
467. Der Integrallogarithmus spielt gleichzeitig in der modernen 
Zahlentheorie und der - modernen Funktionentheorie eine wichtige 
EoUe. Vgl. z. B. 

J. Petersen, Vorlesungen über Funktionstheorie, Eopenhagen 
1898. 
464 ff. Von Lehrbüchern über Abelsche Litegrale und Abelsche 
Funktionen nennen wir: 

a) Behandlung funktionentheoretisch nach Biemann: 

0. Neumann, Vorlesungen über ßiemanns Theorie der Abelschen 
Litegrale, Leipzig 1886. 

b) Behandlung algebraisch geometrisch nach Glebsch: 

A. Clebsch-P. Gordan, Theorie der Abelschen Funktionen, 
Leipzig 1866. 
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c) Beide Standpunkte vereinend: 

Appell- E. Goursat, Theorie des fonctions algebriques et de leurs 

integrales, Paris 1895. 
H. Stahl, Abelsche Funktionen, Leipzig 1896. 
H. F. Baker, Abel's Theorem, Cambridge 1897. 

d) Unter gleichzeitiger Hinzuziehung physikalischer Vor- 

stellungen: 
F. Klein, Eiemannsche Flächen, Vorlesungen von Winter 91/92 

und Sommer 92 (autographiertes Vorlesungsheft), 
F. Klein, Über Eiemanns Theorie der algebraischen Funktionen 
und ihrer Integrale, Leipzig 1882. 
Sehr zu empfehlen ist auch die Übersicht über die Theorie der 
elliptischen und Abelschen Funktionen bei: 
0. Jordan, Cours d'analyse IT. Paris 1896. 

465. Wegen der binomischen Integrale verweisen wir auf: 
L. Euler, Institutiones calculi integralis. 


Drittes Kapitel. 

467. Zum Nachschlagen von Integralwerten, die man braucht, 
sind besondere Tafeln erschienen. Sehr brauchbar ist das Werkchen 
von: 

F. Minding, Sammlung von Integraltafeln, Berlin 1849. 
und^ sehr umfangreich: 

D. Bierens de Haan, Nouvelles tables d'int^grales d^finies, 
Leiden 1867. 
48L Wallis, Arithmetica infinitorum. 

483. Hier ist wieder die gleichmäfsige Stetigkeit benutzt 
(Seite 108, Zeüe 6 v. o.). 

485. Seite 110, Zeile 11 v. u. streiche man „oder beide" 
und lese „wird" fär „werden". 

X 

490. Das Integral Jer*^ dx spielt in der Wahrscheinlichkeits- 



rechnung eine grofse Eolle. Man findet seine Werte berechnet 
bei: 

QO 

A. Markoff, Table des valeurs de Tint^grale Jer^dtj Peters- 

burg 1888. X 

494. Zur Einführung in die Fourierschen Eeihen ist zu 
empfehlen: 

B. Eiemann-K. Hattendorf, Partielle Differentialgleichungen, 

Braunschweig 1869. 
Für weitergehende Studien: 

ü. Dini, Serie du Fourier, Pisa 1884. 

27* 


420 Bemerlniiigen. 

Tiertes Kapitel. 

509. Die Funktion r(js) ist neuerdings auch fanktionen- 
theoretisch behandelt und mit der Biemannschen Funktion {;(/) in 
Verbindung gesetzt worden. VergL: 

J. Petersen, Funktionstheorie, Zweiter Abschnitt, Kapitel I. 
Holder hat bewiesen, dafs r(js) keiner algebraischen Differential- 
gleichung genügen kann (Mathematische Annalen Band 28). 
588. Bei: 
C. F. Gaufs, Disquisitiones generales drca seriem infinTfATn 
F(a,ß,y,x), Werke HI. 
findet man für 1 ^ « ^ 2 die Werte von log r(x) auf 20, 

r(x) 


r(x) 


auf 18 Dezimalen berechnet. 


Fünftes Kapitel. 


589. Aufser dem im Texte bereits genannten Handbuch von 
Heine verweisen wir wegen mechanischer Quadratur auf die bereits 
öfter erwähnte Differenzenrechnung von Markoff. 

547. Seite 202, Zeile 7. Hier wird wieder der Satz von 
der gleichmäfsigen Stetigkeit benutzt. 

549. Seite 205, Zeile 8. Hier gilt die gleiche Bemerkung. 
Man lese ö statt 0. 

558 ff. Eng verwandt mit der Landenschen Transformation ist 
Gauls' Theorie des arithmetisch -geometrischen Mittels. Vergl*. in 
Gaufs' Werke HI die Arbeiten: 
Determinatio Attractionis, 
Nachlafs [Arithmetisch Geometrisches Mittel] Pars I, H. 

556. Eine ganze B>eihe ähnlicher Belationen findet man bei: 
J. Bertrand, Calcul integral, Paris 1870. 

557. Die algebraisch rektifizierbaren Baumkurven sind auch 
imtersucht von: 

P. St ä ekel. Über algebraisch rektifizierbare Baumkurven, Mathe- 
matische Annalen Bd. 43 und 45. 
560 — 565. Auch hierzu vergleiche man: 
J. Bertrand, Calcul integral, Paris 1870. 


Sechstes Kapitel. 

567. Streng genommen ist in der Schlufsfolgerung (Seite 235, 
Zeile 12 v. u. ff.) eine Lücke, l ist abhängig von x und a>, i^^^ ist 
der kleinste, l^ der gröfste Wert, den l anninmit, wenn x bei 
festem oo zwischen den angegebenen Grenzen variiert, sodafs l^ und 
l^ Funktionen von oo sind. Es wird nun der Satz benutzt, dafs 
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l^ und I2 stetige Funktionen von co sind, wenn l eine stetige 
Funktion von x und oo ist. 

676. Seite 245, Zeile 17 v. u. Hier wird der Satz von der 
gleichmäfsigen Stetigkeit einer Funktion von 2 Veränderlichen be-. 
nutzt. Vergl. Genocchi-Peano Nr. 100, Satz VTL 

677. Seite 261, Zeile 10 v. o. lies „bereits" statt „unter einer 
engeren Bedingung*'. 

684. Strenge und einfache Definitionen geometrischer Gröfsen 
findet man in dem ausgezeichneten Buche: 

G. Peano, Applicazioni geometriche, Torino 1887. 

685. Seite 263, Zeüe 1 lies „J?'" statt „F^". 

692. Die Betrachtung dieser und der folgenden Nummer setzt 
voraus, dafs f und g nebst ihren ersten Ableitungen stetige Fimk- 
tionen von u und v sind. 

694. Hier mufs man natürlich das JP, welches den Wert des 
Doppelintegrales angiebt, von dem Gaufsschen F unterscheiden. 
698 — 604. Weitergehende Untersuchungen findet man bei: 
L. Kronecker, Vorlesungen über einfache und mehrfache Inte- 
grale, Leipzig 1894. 

Sielbentes Kapitel. 

616. Die Eurveniutegrale spielen eine grofse Bolle in der 
theoretischen Physik, besonders in der Potentialtheorie. Vergl.: 

Picards Traite d'analyse I, Kapitel in ff. 
Seite 310, Zeile 5 v. u. lies „säen emdeutige FunMumm^ welcJi&^ 
statt ^^sollen^^. 

617. Eine Probe auf den Satz dieser Nummer bildet das über 
einen Kreis um den Nullpunkt erstreckte Integral: 


f'-i^^-S^«o^i 


bei diesem sind die Stetigkeitsbedingungen nicht erfüllt imd es hat 
auch thatsächlich nicht den Wert 0, sondern (610.4) den Wert 2jr. 
618. Aufser dem Polarplanimeter giebt es noch eine grofse 
Anzahl anderer Integrationsapparate, vergl.: 
W. Dyck, Katalog, München 1892. 

Achtes Kapitel. 

621. Die Betrachtungen dieses Kapitels sind um so not- 
wendiger, als wir ja im elften Kapitel uns meist auf solche ana- 
lytische Funktionen beschränkt haben, bei denen (vergl. Nr. 362) 

"^ einen bestimmten endlichen Wert hat. Wir konnten 
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dies um so eher thun, als die Funktionen , auf welche wir unsere 
Betrachtungen anwandten — wie c*, sin z^ cos xr, Iz — dieser 
Bedingung genügen, unsere jetzigen Betrachtungen befreien uns 
nun von dieser Beschränkung. 

624. Seite 325, Zeile 2 lies: „wenn z auf einer bestimmten 
Kurve in den gerade fixierten Punkt {x^ y) hineinrückt, so dafs" 
statt „wenn^^ 

648. Seite 352, Zeile 4 v. u. lies: „für w = Wq den Wert jp^" 
statt „für w ^= w^ den Wert iTo". 

647. Eine notwendige Ergänzimg der hier gemachten Aus- 
führungen bildet der Satz, dals sntc;, cntr, dntc; eindeutige Funk- 
tionen Yon w sind, was in der Theorie der elliptischen Funktionen 
bewiesen wird. Die Funktionen sn, cn, dn wurden in Nr. 452 
mit sin am, cos am, Aam bezeichnet. 
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(Die Zahlen bedeuten die Nummern der einzelnen Artikel.] 


A. 

Abel sehe Integrale 465. 

Ableitung einer komplexen Funk- 
tion 624. 

Algebraische Kurven 667 ff., 
663 ff. , 8. auch E u 1 e r sehe Kurven 
und Serretsche Kurven. 

Amplitude bei elliptischen Funk- 
tionen 452. 

Arcus sinus x^ Beihenentwicke- 
lung 428, — als mehrdeutige 
komplexe Funktion 637, 645. 

Arcus tangens o?, Beihenent- 
wickelung 428, — als komplexe 
Funktion 645. 

Asymptotischer Wert von x\ 
520. 

B. 

Bernouilli sehe Zahlen, Definition 
und Bekursionsformel 626, Un- 
gleichung för die — 628, Inde- 
pendente Darstellung der — 532. 

Bestimmte Integrale, Bezeich- 
nung 409, Additionsformel 407, 

— mit unendlichen Grenzen 469, 

— beim Unendlichwerden des 
Integranden 472 — 475, Haupt- 
wert des b. I. beim Unendlich- 
werden des Integranden 476, 
singulärer Wert 476, Berechnung 
mit Hülfe des unbestimmten Inte- 
^als 477, Differentiation nach 
der oberen Grenze 482, nach 
einem Parameter 483, desgl. bei 
unendlichen Grenzen 485, Trans- 
formation der Grenzen 486, der 
unabhängigen Yariabelen 495, 
vergl. auch Bogenlänge, Flächen- 
inhalt, Eulersche Integrale, Ober- 
fläche, Volumen. 

Bogenlänge einer ebenen Kurve 
547, — einer Eaumkurve 549, 


Verhältnis von Bogen und Sehne 
548, 660; s. auch EUipse, Parabel, 
Lemniskate u. s. w. 

C. 

Galcul des limites s. Cauchy. 

Cassinisches Oval, Definition und 
Rektifikation 561. 

Cauchy's Fundamentalsatz über 
komplexe Funktionen 639, — cal- 
cul des limites 643, 656. 

Ootangens p^r, Parüalbruchdar- 
stellung 480. 

Cycloide, Volumen von Rotations- 
körpern, die aus der — abge- 
leitet sind 573, 674. 

Cylindervolumen 566, 681. 

B. 

Differentiale, mehrgliedrige 
611 ff., exakte 611, ihre Inte- 
gration 612, Unabhängigkeit des 
mtegrals vom Integrationsweg 
616. 

Dirichlets Formel zur Berech- 
nung bestimmter Integrale 604. 

Doppelinte^rale, Existenz 576, 

— als zweifache Integrale 577, 

— zur Berechnung von Ober- 
flächen 585, 594, — zur Be- 
rechnung des Volumens 675, 
Transformation der Variabelen 
in Doppelintegralen 592, 593. 

E. 

e* als Grundlage der einfachsten 
transcendenten Funktionen 646, 
Transcendenz von e und « siehe 
Transcendenz. 

Eindeutige Funktionen 609, 
627. 
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Ellipse, Bogenlftn^e 561, Rela- 
tion zwischen Ellipsen und Hy- 
perbelbogen 666, — zwischen 
den üm»ngen dreier Ellipsen 
666. 

EUipsoid, Volmnseffment zwi- 
schen zwei parallelen Ebenen 
569 , Oberfl&che , ausgedrückt 
dnrch elliptische Integrale 697, 
Trftffheitsmomente 606, Schwer- 
punkt des ElluMoidoktanten 605. 

Elliptische Funktionen (die 
drei Funktionen snw, cn «7, dnto 
und ihre Perioden) 647, — sin amw^ 
cosamtf. ^amu 462. 

EUiptiscne Integrale, Defini- 
tion 441, Reduktion auf eine ein- 
fache Form 442, 448, Normal- 
intejpral erster Gattung 446, 
zweiter Gattung 446, dritter 
Gkittunff 448, Anwendung der 
Integrale erster Gattung zur 
Darstellung YonEurvenbÖgen663, 
Produktentwickelung 554, Perio- 
dicitätsmoduln 638, Grenzfall 
der elliptischen Integrale, wenn 
der Modul verschwindet 450, 
dafs er => 1 wird 461, Ent- 
wickelung nach Potenzen des 
Moduls 447 ^ Landen sehe 
Transformation s. dort, voll- 
ständige e. I. erster und zweiter 
Gattung 652, 638, Zusammen- 
stellung der Normalintegrale 
449. 

Eulersche Gleichung, verwendet 
zur Auswertung von Integralen 
456. 

Eulersche Eonstante 506, 531. 

Eulersche Kurven 568, 659. 

Eulersche Integrale (erster und 
zweiter Gktttung), Definition 499, 
Reduktion der ersten auf die 

. zweite Gattung 500, Anwendung 
zur Berechnung bestimmter Inte- 
grale 513, s. auch Gamma- 
funktion. 

F. 

Flächeninhalt bei ebenen Kurven 
534, 8. auch Oberfläche. 

Flächenintegral 616. 

Folium V. Descartes 638 (Qua- 
dratur). 

Forderung & 413, ^ 615 und 
Bemerkung zu Nr. 615, 3 623, 
St 655. 


Fouriersche Reihe 492 fp., Koeffi- 
zienten 492, F. R. für gcarade 
Funktionen 493, for ungerade 
Funktionen 493, allgemeine F. B. 
494, Voraussetzung bei der Eni- 
wickelung 494 und Anhang. 

Fundamentalintegrale (deren 
Differentialquotienten clie be- 
kannten Transcendenten und die 
einfachsten rationalen Funktionen 
sind) 412. 

Funktioii, s. komplexe Funktion^ 
ursprüngliche Funktion u. s. w. 

9. 

Gammafunktion (r(A;)). Defini- 
tion durch das Eulersime Inte- 
gral zweiter Gattung 499, Wert 
rar ganzzahlige Ai^^imente 501, 
— aufgefafst als unendliches Pro- 
dukt 509, der Logarithmus 
der G.f. dargestellt durch ein be- 
stimmtes Integral 604, entwickelt 
in eine Reihe von Logarithmen 
505, in eine Potenzreihe 506, 
berechnet für rationale Werte 507, 
f^r ganze positive x in eine Reihe 
entwickelt 521, dargestellt durch 
die Stirlingsche Reihe 527, Mi- 
nimum der G.f. 508, Dela- 
tionen der Gammafnnktion : 

r{x + i)^xr{x) 501, 610, 

9r 


r{x)r{i—x) 


602, 511, 


suinx 
Verlauf der G.f. 533. 

G au fs sehe Koordinaten auf Flächen 
594. 

Gebiet in der Ebene 607. 

Gruppeneigenschaft der kom- 
plexen Funktion 623, 654. 

Gudermanns Bezeichnung der 
elliptischen Funktionen 647. 

H. 

Hauptwert eines best. Integrals 

476. 
Hyperbel, Rektifikation 556. 
Hyperbolische Kurven, Def. und 

Quadratur 636. 
Hyperelliptische Integrale, Def. 

466. 

I. 

Integrale (unbestimmte), Def. 399^ 
Geometrische Yeranschaulichung 
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403, Exifitenzbeweis durck Ein- 
engang in Grenzen 404 — 408, 
Beziehung zum Vorzeichen der 
Integranden 421, — von ratio- 
nalen Funktionen 430—432^ 464, 
von algebraischen Funktionen 
433 ff,, — von transcendenten 
Funktionen 463 ff., 466, ellip- 
tische — 8. Elliptische Integrale, 
Abelsche — s. Abelsche Inte- 
grale, zweifache — 676 ff., mehr- 
fache — 698 ff. 

Integrallogarithmus 467, 466. 
Unendliche Werte 468 ff. 

Integration, Def. 399, — einer 
Sunmie 414, — eines Produktes 
(oder teilweise I.J 416 — 416, 
467, der Funktion emer Funktion 
418 , — einer unendlichen Beihe 
426. 

Inverse Funktionen 644, — Ope- 
rationen 400. 

Kegel Volumen 668. 

Komplexe Funktionen e. Verän- 
deruchen 622, Ableitung einer — 
624 , Gruppeneigenschaft 623, 
Integrale emer — 632 ff., Reihen- 
entinckelung (Identität mit den 
analytischen Funktionen) 641, 
— von mehreren Veränderlichen 
662 ff. 

Kreisring, Volumen 672. 

Krummlinige Koordinaten 676, 
693 ff., 699. 

Kubatur s. Volumen. 

Kugelfunktionen 660. 

Kurvenintegrale v. mehrglied- 
rigen Differentialen 616, — ver- 
wandelt in Flächenintegrale 
616. 

L. 

Lagrange sehe Reihe 648. 

Landen sehe Transformation der 
elliptischen Integrale 663, — scher 
Satz über Darstellung von zwei 
Ellipsenbogen durch einen Hy- 
perbelbogen 666. 

Leffendresche Normalform s. 
elliptische Integrale, — Polynome 
s. Kugelfunktionen. 

Lemni skate, Quadratur 637, 
Rektifikation 660. 

Logarithmus als komplexe Funk- 
tion 631, 636, 646. 


HL. 

Mechanische Quadratur siehe 
Quadratur. 

Mehrdeutige Funktionen 609. 

Mittelwertsatz für bestimmte 
Integrale 420, Verallgemeinerung 
— (der Integrand ist ein Produkt) 
424, DuBois' — Anhang 4. 

Modul des elliptischen Integrals 
447. 

Modularsinus (snt«), siehe ellip- 
tische Funktionen. 


n- fache Integrale 601, Transfor- 
mation derselben 602. 


Oberfläche, Definition durch ein 
Doppelintegral 684 , Grenzen 
dieses Integrales 686, — von 
Rotationsflächen 688, — be- 
rechnet durch GauTssche Koordi- 
naten 694, — durch Polarkoordi- 
naten 687, 696. 

P. 

Parabel, Quadratur 411. 

Parabolische Kurven, Quadra- 
tur 636. 

Paraboloid, hyperbolisches, Be- 
rechnung eines Volumabschnittes 
670. 

Parameter beim elliptischen Inte- 
gral dritter Gattung 449, — , s. auch 
bestimmte Integrsde. 

Parmentiers Methode der mecha- 
nischen Quadratur 642, 646. 

Periodicitätsmodul des Loga- 
rithmus 636, des arcus sinus 637, 
der elliptischen Integrale 638. 

PoisBonsches Integral: 

-foo 
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dx 682. 


Polarkoordinaten, verwendet 
zur Volumbestimmung 679 ff., 600, 
603, -- zur Oberflächenbestim- 
mung 696. 

Polarplanimeter 618 ff. 

Poncelets Methode der mecha- 
nischen Quadratur 641, 646. 

Pseudoelliptische Integrale 465 
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Quadratur ebener Flächen 6d4ff., 
krummer Flächen 584 ff., mecha- 
niBche ~ 589 ff. 

B. 

Bationalitätsbereich, naiär- 

Ucher 464, erweiterter 465. 
Reihen folffe der Integration 484, 

— bei exaKten Differentialen 613. 
Rektifikation g. Bogenlänge. 
Rotationsellipsoid, Oberfläche 

589. 
Rotationsflächen, s. Oberfläche, 

— körper s. Volumen. 

S. 

Serret sehe Kurven (deren Bogen 
sich durch elliptische Integrale 
erster Gattung darstellen lassen) 
563 ff. 

Simpson sehe Regel bei der mecha- 
nischen Quadratur 544 ff. 

Sphärisches Dreieck, (Oberflä- 
chenbestimmunff), rechtwinkliges 
590 , schiefwinkliges 596. 

S t i r 1 i n g sehe Reihe, Definition 519, 
AsymptotischerWertvonajI 520 ff., 
Anwendung auf die Gammafunk- 
tion 527, Restglied 529. 

T. 

Taylor sehe Reihe als yerallge- 
meinerter Mittelwertsatz 425, bei 
komplexen Funktionen 641. 

Transcendenz von e und it 428, 
Bemerkungen zu 428. 

Transformation der Yariabelen 
in einfachen Integralen 418, 495 ff., 
in zweifachen Integralen 592 , in 
n- fachen Integralen 602. 


Trapezmethode bei der mecha- 
nischen Quadratur 543, 646. 
Trinouische Gleichungen 649* 

ü. 

Umlauf 607. 

Ümlaufsrichtung 607. 

Unbestimmtes Integral, verwan- 
delt in ein bestimmtes 498, s. auch 
Integrale. 

ünendlichklein 585 pag. 262 
Mitte. 

Unendliche Reihen: Integration 
426, Differentiation 427. 

Ursprüngliche Funktion «» In- 
tegrand 399. 

T. 

Yerzweigungspunkte bei mehr- 
deutigen Funktionen 625 ff. 

Vieldeutigkeit des unbestimmten 
Integrals 402. 

Yo 1 u m e n eines beliebigen EOrpers- 
567, eines Rotationskörpers 571, 

— als zweifaches Integral 575, 
Grenzen dieses Integrals 578, 

— als dreifaches Integral 598 ff., 
siehe auch: „Cylindervolumen", 
„Eegelvolumen^*, u. s. w. 

W. 

Wallissche Formel 481, 520. 
Weg und Wegstück, Definitioii 
607. 

Ye als mehrdeutige Funktion 626, 

desgleichen y(z — a)(0 — b) 629, 

desgl. y{z—a) (z—b) {e—c) {c—d) 
630. 
Zweifache Integrale s. Doppel- 
integrale. 


Berichtigungen zü Band I. 


Beite 9, Fig. 6. Die punktierte Linie für cotgo; ist mn -- nach recht» 

zu schieben " 
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20, Zeüe 15 — 17 lies: „beständi|^ und unbegrenzt der rr-Axe 
statt: „ebenfiEills . . . erreichen^V 

21, „ 15 — 16 lies: „£( beständig grOfser und übersteigt jede 
gegebene Zahl" statt: „y . . . gröfser**. 

,, 29, Überschrift lies: „Einleitende" statt: „Einleitende". 
29, Zeile 1 lies: ^^<" statt: „<". 

198, „ 9 V. u. lieT: „negativ oder positiv" statt: „positiv oder 
negativ*'. 

199, „ 11 V. 0. lies: „wenn M^ und M auf derselben Seite von 
M' liegen" statt: „wenn der Punkt M^ zwischen M und 
M' sich befindet". 

199, „ 16 V. 0. lies : „sei" statt : „ist". 

207, „ 3 v.u. Ues: „/"(«oi yo. ^oi '. * )" statt: „A^Q..yo, ^o)" 

213, „ 2 V. 0. lies: „von festem Zeichen" statt: „positiv". 

239, „ 9 V. 0. lies: „Wir nehmen an" statt: „Nehmen wir zu- 
nächst an". 
„ 246, „ 1 V. u. lies: „Wj" statt: „a?,". 
„ 247, „ 1 V. 0. lies: „a?j*" statt: „a?,". 

268, „ 8 V. u. lies: „," statt: „und". 

268, „ 7 y. u. ist hinzuzufügen: „und die Funktion F(x^y) auf 
null reduziert". 

„ 263, „ 12 V. u. ist der Satz auszulassen: ,,F''l — F''F'' sei 
dort positiv". ^ ^^ 

272, „ 8 V. 0. ist der Satz auszulassen: „und f\x) sein Zeichen 
nicht ändert". 

272, „ 12 V. 0. ist der Satz auszulassen: „und f (je) ändere in 
ihm nicht sein Zeichen". 

294, „ 17 V. u. lies: „JlfÖ" statt: „w^". 

344, „ 10 V. 0. lies: „193" statt: „189". 

346, „ 11 V. u ist der Satz auszulassen: „Endlich sollen 9', tp\ % 
in dem Intervalle ihr Zeichen nicht ändern". 

360, „ 8 V. 0. Das Wort „die" ist wegzulassen. 

368, „ 9 V. 0. Nach der Determinante fehlt das Gleichheits- 
zeichen. 

369, „ 17 V. 0. lies: „Be£f«flf" statt: ^^Bezut^^. 
377, „ 1, 2, 3, 17 V. u. lies beim ersten Gleichheitszeichen „='*" 

statt „ = ". 
414, „ 6 V. u. lies: „sind die Gleichungen" statt: „ist die 
Gleichung". 


428 Berichtigungen zu Band I. 

Seite 416, Zeile 6 y. o. an der Klammer fehlt der Index 6. 

426, „ 6 V. 0. lies: „307" statt: „310". 

434, „ 2 y. u. lies: „das Bogendifferential" statt: „des Bogen- 

elementes". 

436, „ 3 y. 0.: der Satz „(Nr. 689 and 690)" ist auszulassen. 

436, „ 5 y. u. lies: „316" statt: „317". 

441, „ 11 y. 0. lies: „krummlinige" statt: „unendlichkleine". 

444, „ 10 V. u. lies: ,273" statt: „274". 

463, „ 14 y. u. Die Gleichung (11) mufs lauten: 

^[j^-W^j + ^KWi—dJJ + ^W-J^)"^- 

469, „ 12 y. 0. bes: ^^toindschiefe^'^ statt: ^^gekrümmt^^. 
471, „ 7 V. 0. lies: „ieÄr«ate" statt: „Lmrscftz J". 
479, „ 12 y. u. lies: „817" statt: „318". 

663, „ 10 f. lies: „deutsch yon G. Bohknann und A. Schepp, 
Leipzig 1899 '^ statt: „Dieses Buch . . . yerrollständigt 
werden". 

664, „ 6 y. o. lies: „dem Jahresbericht der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung Bd. VI, Leipzig 1898" statt: „den 
Göttinger Anzeigen". 
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